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On Pure Subgroups of Abelian Groups 


By J.-M. Maranpa in Ziirich 


1. Introduction. In [6], J. Los has proved that any abelian group may be embedded 
as a pure subgroup in an abelian group of class D, i.e. an abelian group which isa direct 
summand of any abelian group of which it is a pure subgroup, and has characterized 
the groups of class D as the direct summands of direct products of cyclic groups of 
prime power order and of Priifer groups. He notices the similarity of this result and 
the embedding of any abelian group in an injective or divisible abelian group. It is 
the object of this paper to push this similarity still further and even to show that one 
is dealing with two extreme cases of one general theory. So as not to make our in- 
troduction too long, we describe our results for the ordinary notion of purity. 

In section 2, we rederive these results of Los in a somewhat different manner, 
thereby exhibiting a characterization of pure extensions which is dual to their well- 
known characterization as cyclically trivial extensions, and we characterize the groups 
of class D by a property analogous to injectivity (We will refer to these groups as 
pure-injective groups). Dual statements are also proved, the pure-projective groups 
being just the direct sums of cyclic groups. 

In section 3, a notion of pure-essential extension is introduced which is similar to 
the ordinary notion of essential extension [4], and it is proved that any abelian group 
A possesses a maximal pure-essential extension B which is pure-injective and unique 
up to equivalence. 

Sections 3, 4 and 5 are devoted to proving that B may be constructed as a certain 
completion of A in the topology 7'(A) of A in which {nA|n + 0} is a basis of the 
filter of neighborhoods of 0. The pure-injective groups are then characterized as those 
groups A for which the closure of 0 in {A, 7'(A)} is divisible and for which {A, 7'(A)} 
is complete. This generalizes Theorem 23 of [5]. We also reobtain a result of BALCERZYK 
[1] which states that a group is pure-injective if and only if it is algebraically compact. 


2. Pure-projective and pure-injective modules. Let R be a principal ideal domain 
with 1-element. We consider the category of all unitary left R-modules A,B,C, ... 
(hereafter referred to simply as modules) and all their k-homomorphisms f,9,h, ... 
(referred to as homomorphisms). Let S be a set of primes of R, associated primes being 
considered as equal, and let S* denote the set of all non-null elements of R whose 
prime divisors are all in S. On the class of modules we consider the relation “A is an 
S-pure submodule of B”, which we write AysB and which one defines as follows: 
AC Band if ac A and meS*, then a = mb, where 6 € B, implies that a = ma’ 
for some a’e A. It is well-known that this is equivalent to saying that if ac A, pe S 
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and n is any natural integer, then a = p"b, where be B, implies that a = p”a’ for 
some a'c A. We notice that if S is void, then AygB just means that A is a sub- 
- module of B; if S is the set of all primes of R, then A ys B just means that A isa pure 
submodule of B in the ordinary sense and that in general, if SCS’, then A yg B im- 
plies Ay, B. If S contains only one prime p, then in all notation involving S, we 
replace S by p. A module will be called S-cyclic if its order ideal is 0 or is generated 
by some element in S*. The following lemma is an obvious generalization of a well- 
known characterization of pure extensions as cyclically trivial extensions. 


Lemma 1. Jf f is a homomorphism from B onto A, then ker fysB if and only tf for 
any homomorphism g from an S-cyclic module Ra into A there exists a homomorphism h 
from Ra into B such that g = fh. 


Definition 1. We will say that a module A is ys-projective if for any homomorphism f 
from B onto C such that ker fy B, if g is a homomorphism from A into C, then there exists 
a homomorphism h from A into B such that g = fh. 

It is obvious that S C 8’ implies that any y,-projective module is also y,--projective. 
If S is void, then the y-projective modules are just the ordinary projective modules. 
Also, any isomorphic image of a y,s-projective module is ys-projective and a direct 
sum of modules is y,-projective if and only if all its summands are Vs-projective. 


Theorem 1. Jf A is any module, then there exists a homomorphism f from a direct sum 
B of S-cyclic modules onto A such that ker f ys B. 


Proof. Let a be any element of A. If the order ideal of a is generated by an element 
in S*, let Aq denote the cyclic submodule of A generated by a and let fg denote the 
injection of Aq into A. If the order ideal of a is not generated by some element of S*, 
let Ag be R, considered as a left R-module, and let fq denote the homomorphism 
x — xa from R into A. Then, if B is the direct sum of the A,, there exists a homo- 
morphism f from B into A whose restriction to each Ag is fa. Since A is generated by 
the fa(Aq), fisa homomorphism from B onto A. By Lemma 1, ker fy, B. 


Theorem 2. The following conditions on a module A are equivalent : 

1) A is yg-projective. 

2) If f ts a homomorphism from B onto A and if ker fys B, then there exists a homo- 
morphism g from A into B such that fg is the identity on A (ker f is a direct summand 
of B). 


3) A as a direct summand of a direct sum of S-cyclic modules. 


Proof. That 1) implies 2) is obvious. Assume that 2) holds. By Theorem 1, there 
exists a homomorphism f from a direct sum of S-cyclic modules B onto A such that 
ker fy B, and by 2), A is a direct summand of B. Finally, assume that 3) holds and 
let us prove that A is y,-projective. Since a direct sum of modules is VY s-projective 
if and only if each summand is y,-projective, we see that we may assume that A is 
S-cyclic, and then the conclusion follows from Lemma 1. 

It is well-known that any submodule of a direct sum of cyclic modules is also 
a direct sum of cyclic modules. If one looks over the proof of this theorem, one easily 
sees that any submodule of a direct sum of S-cyclic modules is also a direct sum of 
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S-cyclic modules so that by Theorem 2, a module is ys-projective if and only if it 
is a direct sum of S-cyclic modules. 

We now proceed to construct a dual to the theory we have just seen. By a module 
of type p”, where p is a prime of R and n = 1,2,..., 00, we meana cyclic module 
of order p” when » is finite and the Priifer module determined by p when 7 is infinite. 
We start by noticing that a module A is cyclic with generator a if and only if, given 
_any homomorphism / into A, acim f implies that f is an epimorphism. Dually, 
a module A is of type p” with generator a for its cyclic submodule of prime order 
if and only if, given any homomorphism f defined on A, f(a) +0 implies that f is 
a monomorphism. Also, given any module A and any ae A, there is a cyclic sub- 
module of A generated by a, and dually, if a + 0, there is a homomorphism f defined 
on A whose image is of type p” with cyclic submodule of prime order generated by 
{(a); f may be defined as the natural homomorphism from A onto A/C, where C is 
_a submodule of A maximal with respect to the property of not containing a. We will 
call a module S-cocyclic if it is of type p®, p arbitrary, or of type p”, where n is 
finite and pe. A characterization of purity wich is dual to Lemma 1 is given by 
the following lemma. 


Lemma 2. Jf f is an injection from A into B, then Ay B if and only if for any 
homomorphism g from A into an S-cocyclic module O, there exists a homomorphism h 
from B into C such that g = hf (t.e. h ts an extension of g). 


Proof. Let C be of type p” and assume first of all that Ayg B. If n = oo, then C 
is divisible and there is nothing to prove. The other case is where n is finite and 
pe. We may obviously assume that g is a nonnull homomorphism from A onto C. 
Since p”.A Cker g and since, A being S-pure in B, p"BOA = pA, we have 
that (p” B + ker g) 0 A = kerg. Now let ae A be such that g(a) is of order p. 
Then, ker g is a submodule of A which is maximal with respect to the property of 
not containing a so that a ¢p"” B+ kerg. Let D be a submodule of B which is 
maximal with respect to the properties of containing p” B + ker g and not contain- 
ing a. Then the natural homomorphism h from B onto B/D may be considered as 
an extension of g and B/D is of type p™, where m = n. But since pp» BCD, m =n 
so that h(B) = C. 

Conversely, assume that the condition of the lemma holds and let pb = ae 4A, 
where b€ B and pe S. We must show that ae p”A. Assume that a ¢p"A and 
let D be a submodule of A which is maximal with respect to the properties of contain- 
ing p” A and not containing a. Then A/D is of type p™, where m < n and the natural 
homomorphism g from A onto A/D is extendable to a homomorphism h from B onto 
A/D. But since p%b = a, A/D is at least of type p”*1, a contradiction. 


Definition 2. We will say that a module A is y g-injective if whenever BygC and f 
is a homomorphism from B into A, then f is extendable to a homomorphism from C 
into A. 

We notice that if S is void, then the y s-injective modules are just the injective 
modules. Clearly S CS’ implies that any y,-injective module is also ysr-injective. 
Also, any isomorphic image of a ys-injective module is also ys-injective and a direct 
product of modules is ys-injective if and only if all its factors are y,-injective. 

1* 
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Theorem 3. If A is any module, then there exists a direct product B of S-cocyclic 
modules such that A yg B. 


Proof. Let {f;|i¢ I} be the set of all natural homomorphisms defined on A whose 
kernels are submodules of 4 which are maximal with respect to the property of not 
containing some non-null element of A. Then, f;(A) is of type pj. If p; is in S, set 
B; = fi(A) and if p; ¢S, set B; to be a module of type p® and consider f; as a 
homomorphism from A into Bj. Then, if B is the direct product of the Bj, there 
exists a homomorphism f from A into B such that for each i ¢ J, fi = 9if, where yi 
is the canonical projection of B onto f;(A). Since the intersection of all the ker fi 
is 0, f is an isomorphism. Then, by Lemma 2, f(A) ys B. 


Theorem 4. The following conditions on a module A are equivalent: 

1) A is ys-injective. 

2) A is a direct summand of every module of which it is an S-pure submodule. 
3) A is a direct summand of a direct product of S-cocyclic modules. 


Proof. That 1) implies 2) is obvious. Assume that 2) holds. By Theorem 3, there 
exists a direct product B of S-cocyclic modules such that AysB and by 2), A is 
a direct summand of B. Finally, assume that 3) holds and let us prove that A is 
ys-injective. Since a direct product of modules is ys-injective if and only if each 
factor is ys-injective, we see that we may assume that A is S-cocyclic and then the 
conclusion follows from Lemma 2. 

We now remark that if we use the characterization of purity given by Lemma 1 
to define purity in the general case where R is an arbitrary ring with unity element, 
then Theorems | and 2 remain valid. It is evident that one need not restrict oneself 
to the class of all cyclic modules in this definition but that one may use just certain 
types of cyclic modules or even more generally, any arbitrary class of modules with 
suitable properties. Dually, if one uses the characterization of purity given by 
Lemma 2 to define purity in the general case, a module A being cocyclic if it cont- 
ains a non-null element a such that BC A anda ¢ Bimply B = 0, then Theorems 3 
and 4 remain valid. Again, one need not restrict oneself to the class of all cocyclic 
modules but one may use only certain types of cocyclic modules (in this connection 
we notice that the cocyclic modules are just the essential extensions of simple modules, 
the generalization of Priifer modules being just the maximal essential extensions of 
simple modules) or even more generally, any suitable class of modules. Thus it 
appears that there is not only one, but two dual types of generalizations of the 
notion of pure extension of a module. 


3. Pure-essential extensions. We begin this section with a list of elementary pro- 


perties of S-purity which are obvious generalizations of well-known properties of the 
ordinary concept of purity. 


Pl. AysBand BysC imply A ysC. 
P2. AC BCC and AysC imply Ays B. 
P 3. If f is a homomorphism defined on A, if ker f C Band if BygA, then f(B) ysf(A). 
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P 4. If f is a homomorphism defined on A, if ker fysA and if Bysf(A), then 
f1(B) ys. 


If A C B, then we will denote by @s(A, B) the set of all CC B such that CM A = 0 
and (A + C/C) ys(B/C). In view of the first condition, the second condition just 
means that p”™b + c =aeA, where pe S, be Band ced, implies that p™a’ = a 
for some a’ <A. It is obvious that DC Ce ®s(A, B) implies that De ® (A, B). 
Also, since 0 € &5(A, B) just means that Avg B, we see that (A, B) is non-void 
if and only if AysB. We note also that the submodules in %5(A, B) are just the 
kernels of those homomorphisms f defined on B for which {(A) ysf(B) and which 
induce a monomorphism on A. 


Definition 3. We will call B a ys-essential extension of A and write AysB if ACB 
and if 0 is the only submodule of B in &s(A, B), i.e. if AysB and if f is any homo- 
morphism defined on B which induces a monomorphism on A and which is such 
that f(A) ysf(B), then f is a monomorphism. : | 

We note that if S is void, then the ys-essential extensions of a module A are just 
the ordinary essential extensions of A. 


Lemma 3. If AysB and BysC, then AysC implies that AysB and By C. 


Proof. Let De &s(A, B). If p™c +d =aeA, where peS, ceC and de D, 
then since BygC, there exists be B such that p™b + d =a. Since De &5(A, B), 
there exists a’ € A such that pa’ = a. Therefore, De ®s5(A, C), and since Ay sC, 
D =0. Therefore, Ay s B. 

Now, let / be a homomorphism defined on C which induces a monomorphism on 
B and which is such that /(B)ysf(C). Then f(A) ysf(B) and by P 1, f(A) ysf(C). 
Since Ay gC, f is a monomorphism. Therefore, By sC. 


- Proposition 1. If AysB and AygC, where C is ys-injective, then the identity homo- 
morphism of A is extendable to a monomorphism from B into C. 


Proof. Since AysB and C is ys-injective, the identity homomorphism of A is 
extendable to a homomorphism f from B into C. Then, by P 2, f(A) ysf(B). But 
since Ay, B, f is a monomorphism. 


Lemma 4. If AysB, then there is a homomorphism f defined on B which induces a 
monomorphism on A and which is such that f(A) ysf(B). 


Proof. Let € be a chain under inclusion, of submodules in §&5(A, B) and let C 
denote the union of all submodules in ©. Obviously, C A A = 0. Now assume that 
pnb +c =aeA, where peS, be B and ceEC. Then, ce C’ for some C’ € © and 
since CO’ € @5(A, B), p™a’ = a for some a’ € A. Therefore, C € &s(A, B). 

By Zorn’s lemma, there exists a maximal C ¢€ &'s(A, B). Let f denote the natural 
homomorphism from B onto B/C and let De &'s(f(A), f(B)). Then CCfi(D)CB 
and since f is biunique on A, f-!(D) 0 A = 0. But f-1(D) is the kernel of gf, where 
g is the natural homomorphism from /(B) onto }(B)/D, and since D + f(A)/D is 
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the image of A under gf, gf(A) ysgf(B), so that f(D) E &s(A, B). But by the 
choice of C, f-1(D) = C so that D = 0 and therefore, f(A) ysf(B). 


Definition 4. We will say that B is a maximal y s-extension of A if Ays Band if BE C 
and AysC imply B= C. 


Definition 5. We will say that B is yg-maximal if it is a maximal ¥y s-extension of it- 
self, i.e. if BysC implies B = C. 


Theorem 5. Any module A possesses a maximal y s-extension. 


Proof. Assume that A does not possess a maximal y s-extension. Then, for any 
ordinal k, one can construct a well-ordered sequence A = Ao, A1, Ag, ..., Ax, where 
i <j implies that A; is properly contained in A; and where for each 7, Ays Ai. By 
Theorems 3 and 4, there exists a ys-injective module B such that A ys B. Let us choose 
k so that the cardinal corresponding to k is greater than the cardinal of B. Then surely 
the cardinal of A; is greater than the cardinal of B. But this leads to a contradiction 
since by Proposition 1, there is a monomorphism from A; into B. 


Theorem 6. If B is a maximal ys-extension of A and if BCC, where AysC, then B 
is a direct summand of C. 


Proof. By Lemma 4, there exists a homomorphism f defined on C which induces 
a monomorphism on A and which is such that f(A)y sf(C). By P 4, {(A)ysf(B) so that 
ker f 0 BE (A, B). Since Ay 5B, ker f 0 B = 0 so that f induces a monomorphism 
on B. Since B, and therefore f(B), is a maximal y s-extension of A,/(B) = /(C) and 
therefore, C = B @ ker f. 


Corollary 1. Jf Bis a maximal y s-extension of A, then B is ys-injective. 

Corollary 2. If Bis ys-maximal, then B is ys-injective. 

Theorem 7. If AysC, where C is ys-injective, then C is a maximal y s-extension of A 
and Cis unique up to equivalence. 


Proof. By Theorem 5, there exists a maximal y -extension B of A. Since C is Ys- 
injective, by Proposition 1, the identity homomorphism of A is extendable to a 
monomorphism f from B into C. Since B, and therefore /(B), is a maximal y s-exten- 
sion of A,/(B) = C. 


Corollary. A ys-injective module is y s-maximal. 


Definition 6. We write Ay, B if A ys Band if for any homomorphism } from B into D, 
of f(A)ysD and f induces a monomorphism on A, then f(B)ysDand f is a monomorphism. 
Obviously, Ay B implies Ays B. 


Theorem 8. Jf ACB and AysC, where C is ys-injective, then Ay sB if and only if 


there is an isomorphism from B onto an S-pure submodule of C which extends the identity 
homomorphism of A. 


Proof. The necessity is obvious by Proposition 1. To prove sufficiency, we may 
obviously assume that BysC. Let f be a homomorphism from B into D which induces 
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a monomorphism on A and which is such that {(A)ysD. By Theorems 3 and 4, there 
exists a y s-injective module £ such that DysK and then, { may be extended to a 
monomorphism g from C into #. By Theorems 6 and 7, g(C) is a direct summand of 
E so that surely {(B)ysH and by P 4, f(B)ysD. 


4, Inherent topologies of a module. 


Definition 7. A homomorphism f from A into B will be called S-pure if for anyaeA 
and any ne S*, n divides f(a) in B implies that n divides a in A, or equivalently, if for 
any ae A, any peS and any natural integer n, p” divides f(a) in B implies that p” 
divides ain A. 

The following properties of S-pure homomorphisms are immediate from the de- 
finition. 

P 5. An injection from A into B is S-pure if and only if Ays B and the functional pro- 
duct of two S-pure homomorphisms is an S-pure homomorphism. 
P 6. If f is a homomorphism from A into B, then fis S-pure if and only if 
ker fC()\nA = Agand f(A) ysB. 
neS* 
P 7. An S-pure homomorphism maps S-pure submodules onto S-pure submodules. 

We notice that P 7 implies that if A ys B and if f is an S-pure homomorphism de- 
fined on B which induces an isomorphism on A, then ker f € §5(A, B) so that if Ay B, 
then f is an isomorphism. Also, property P 7 is not characteristic of S-pure homo- 
morphisms, since for any module A, ifn € S*, then the natural homomorphism from A 
onto A/nA has this property (see [6], Lemma 3 (the condition nS = 0 given there is 
superfluous)), although it is not necessarily an S-pure homomorphism by P 6. 

For any module A, {n A|n € S*} is a basis of the filter of neighborhoods of 0 in a 
topology 7'(A,S) of A which is compatible with addition and scalar multiplication. 
This topology is discrete if and only if nA = 0 for some n € S* (A is of S-bounded 
order). Of course, 7'(A,8) is separated if and only if Ag = Oand ingeneral, 7'(A/A3s,8) 
is separated. If A C B, then A is dense in {B, 7(B,S )} if and only if B/A is S-divisible, 

i.e. divisible by every prime in S or equivalently, divisible by every element in S*. 
From this it follows easily that if A isdense in { B, 7 (B,S)}and Bisdense in {0, T(C,8)}, 
then A is dense in {C, 7'(C,8)}. Finally, if A ys B, then for all ne S*,nBOA=nA 
so that 7'(B,S) induces 7(A,S)on A and By N A = As. 


Lemma 5. Ij A C B, if A is dense in {B, T(B,8)} and if C € &g(A, B), then O C By. 


Proof. Let ce C and ne S*. Since A is dense in {B,7(B,S)},¢ + nB meets A. 
c+nb=aeA. Since Ce 8 5(A, B), there exists a’ ¢ A such that a = na’. Then, 
c= n(a' — b)enB. 


Corollary. If A ys B, if A is dense in {B, T (B, S)} and if Bg 1s an essential extension 
of As, then Ay B. 

From now on, we will use the symbol As B to indicate that A ys B, that A is dense 
in {B,T(B,S )} and that By is an essential extension of 4s. Using the remarks made 
before Lemma 5, it is easy to show that this ‘relation i is transitive. 
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Lemma 6. If AysB then Bg is an essential extension of Ag. 


Proof. Assume that Bg is not an essential extension of A, and let C be a non-null 
submodule of Bs such that C A Ag = 0. Since Ayg B, By ON A = AgsothatC nN A = 
—(. Then the natural homomorphism from B onto B/C induces a monomorphism 
on A and by P 6, it is S-pure so that C € R5(A, B) and AysB does not hold. 


Lemma 7. If A is any module, then there exists a module EB such that AysE, E = Eg+ 
+ Aand Egis a maximal essential eatension of As. 


Proof. Let D be a maximal essential extension of A, and let H be the direct sum 
of D and A with amalgamated submodule As. If n(d + a) = a’ € A, where ne S*, 
déD andaéA, then nd = a’— nae DOA = As so that there exists a’’e A such that 
nd = na’ and therefore, a’ = n(a + a’) nA. Therefore, A ysZ. Since D is divisible, 
DC Es. Now, let ee Hs, e =d+a, deD and aca. If neS*, then there exists 
a’ € Aandd’eD such that e = (d+ a)=n(d' +a’). Then, d— nd’ = na’ —ae 
eDAA=Asz so that there exists a’’¢ A such that na’—a = na’ and therefore, 
a = n(a'— a’) € nA. Since this is true for all n € S*,ae As CD sothate =d+aeD. 
Therefore, Hy = D is a maximal essential extension of Ag. Since #/A = D+ A/A = 
=~ D/DA A = DAs, E/A is S-divisible, i.e. A is dense in {E, T(E, 8)}. 


Corollary. If A is ys-maximal, then Ag is divisible. 


Proposition 2. If 7(A,S) is separated and if {B,T} denotes the completion of 
{A, 7 (A,S)} asa topological R-module, then A ys B. 


Proof. Suppose that nb = ae A, where ne S* and be B. Since A is dense in 
{B,T}, for each neighborhood V of 0 in {B, 7}, there exists ap € (b + V) A A. Let 
dy = b+ cy, cyeV. Then nay =a-+ ney so that a—nayeVOA. But since 
{A,7T(A,S)} is a topological R-submodule of {B, 7}, there exists a neighborhood V 
of 0in {B,7} such that V A.A = nA and then, a — nay EenA sothataenA. 


5. The local case. In this section, we consider the case where S contains only one 
prime p, although there may be more than one prime in R. 


Proposition 3. Jf 7'(A,p) is separated and if {B,T} denotes the completion of 
{A,7T(A,p)} as a topological R-module, then T = T(B,p). 


Proof. By Proposition 2, 7’ and 7'(B,p) both induce the same topology on A. If we 
can show that 7'(B,p) is coarser than 7’, since A is dense in {B, T}, it will follow from 
[3], Corollary of Proposition 9, that 7’ = 7'(B,p). Now one knows that for each 
natural integer n, the closure of p”A in {B, T’} is a neighborhood of 0 in {B, T}. We 
will show that the closure of p” A in {B,7} is contained in p” B and this will prove 
that 7(B,p) is coarser than 7’. Let {aj} be a Cauchy sequence of elements of p” A 
which converges in {B,7'} to some element b. We must show that b ep B. By 
dropping down to a subsequence, we can arrange that each aj41 — a is divisible by 
prt, say di+1 — a; = p®ttc;, where c € A. Seta, — prd,,d, € A, and then ; 


d= d1+ po +--+ patt-lg eA. 


at ee 
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Then, {d;} is a Cauchy sequence in {A, T'(A, p)} converging to some d € B. Since 


4 = Ay + (Az — a4) + +: + (ay — 4 —1) = 
— pn dy ++ prtic, + Qian ++ pntt-1 Ca prd; ‘ 


we have that {a;} converges to p"d, and since 7'(A,p) and therefore 7 is separated, 
6 = pd. (The latter part of this argument is taken from the proof of Lemma 20 in [5].) 


Corollary 1. If T'(A,p) is separated and if { B, T\ denotes the completion of {A,T(A,p)}, 
then Ay» Band {B,T (B,p)* is complete. 


Proof. By Propositions 2 and 3 and the fact that the completion of a separated 
module is also separated. 


Corollary 2. If A is yp-maximal, then {A,T'(A,p)} is complete. 


Proof. By the Corollary of Lemma 7, A>» is divisible so that A = A, @ B, where 
T'(B,p) is separated and B is yp-maximal. By the preceding corollary, {B,7'(B,p)} 
is complete. It is then easy to show that {A, 7'(A,p)} is also complete. 


Lemma 8. If 0 2s the only p-divisible submodule of A, then A contains a non-null, 
p-pure, p-cyclic submodule. 


Proof. Since 0 is the only p-divisible submodule of A, the torsion submodule of A 
is p-primary. If this torsion submodule is non-null, then it contains a non-null cyclic 
direct summand of prime power order and this is a non-null, p-pure, p-cyclic sub- 
module of A. 

Assume now that A is torsion-free. Then A contains a non-null pure submodule C 
of rank 1. One may think of C as an R-submodule of the field of quotients Q of R. Let 
R’ denote the ring of quotients of R with respect to p. If Rk’C = Q, then for any u € C, 
there exists v/s ¢ R’C, where v € C, s € R and s is prime to p, such that uw = p(v/s) so 
that su = pv. Then, there exist h,k €¢ R such that 1 = hs + kp so that u = h(su) + 
+ kpu=hpv+kpu = p(hv + ku). Therefore, C is divisible by p, contradicting 
our hypothesis. Therefore, R’C is properly contained in Q so that it is a cyclic R’- 
module. Then, there exists c € C such that for any c’ € C, there exist 7,s €« R, s prime 
to p, such that sc’ = rc. Let D be the cyclic submodule of C generated by c. We show 
that D is p-pure in A by showing that it is p-pure in C. Suppose that p”c’ = tc, where 
c’ ¢ Candte R. Then, sc’ = rc, wherer,s € R and sis prime to p. Also, 1 = hs + kp” 
for some h,k €¢ Rsothatc’ = hsc’ + kpc’ =hre + ktc = (hr 4+ ki)ce D. 


Theorem 9. If Ayp B, then Ay p B if and only if Ayp B. 

Proof. By the Corollary of Lemma 5 and by Lemma 6, all we have to show is that 
AyyB implies that A is dense in {B,T(B,p)}, ie. B/A is p-divisible. Assume that 
B/A is not p-divisible, let f denote the natural homomorphism from B onto B/A, let C 
be the maximum p-divisible submodule of B/A and set f-1(C) = Dc B. Obviously, 
Cyp(B/A) so that by P 4, DypB. By Lemma 8, B/D contains a non-null, p-pure, 
p-cyclic submodule Rd. By Lemma 1, there exists b € B, which maps onto d, modulo 
D, and such that ROA D = 0. By P 4, (Rb + D)ypB and by P38, 


(Rb + D/Rb)yp(B/RD) 
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so that Rb €®»(D, B) and therefore, Dy B does not hold. By Lemma 3,AypB does © 
not hold. 


Corollary. If {A,7'(A,p)} is complete and if Ap is divisible, then A is y p-maaimal. 

We remark that if Ay, B, where B is yp-injective, and if A C C C B, then it is not 
necessarily true that Ay »C, since not every submodule of the p-divisible module B/A 
is p-divisible. 

Lemma 9. If {4,7'(A,p)} ts complete and separated, then A is divisible by every 
prime different from p. 


Proof. Let ac A and let ¢ be some prime of F different from p. For every natural — 
number n, there exist rn, 8, € R such that 1 = rng + snp” and then, a = rnga + 
+ s,p”a. Since the sequence {sy p"a} tends to 0 in {A,7'(A,p)}, {rnqa} tends to a 
and is therefore a Cauchy sequence. Therefore, if k is any natural number, there 
exists an index 7 such that 

m,n>t>q(tma—rnaepta, 


say q(Tma@ — 1n@) = p*¥dm,n. Then, 
rma — 1nd = (Ted + 8x P*) (1ma — 1n@) = 71k P*® Amin + Sk P* (rma — na) E pra. 


Therefore, {ra} is a Cauchy sequence in {A, 7'(A,p)} and since {A,7'(A,p)} is com- 
plete, this sequence converges to some b € A. Then, {qr,a} converges to gb and since 
T(A,p)isseparated,qb =a. “ 


6. The general case. We begin this section by showing that Theorem 9 is not 
generalizable to the case where S contains more than one prime. Let p and q be two 
different primes in S, let Q denote the field of quotients of R and let C be the set of all 
elements of Q that are of the form a/b, where a,b € R and b is a power of p. Proofs for 
the following statements about C may be found in [2]. 

1) C is an R-submodule of Q which is not cyclic and therefore not a direct sum of 
eyclic modules. 

2) Every non-null submodule of C properly contains a non-null cyclic submodule. 

3) Cis not q-divisible and therefore not S-divisible. 

4) If His a non-null cyclic submodule of C, then C/E is of type p®. 

By 1) and Theorem 2, there exists a homomorphism / from some module B onto C 
such that ker fysB and A = ker f is not a direct summand of B. If AysB did not 
hold, by Lemma 4, there would exist a non-trivial submodule D € Rs(A, B) such that 
(A + D/D)ys(B/D). By 2), f(D) properly contains a non-null cyclic submodule Rx 
and there exists de D such that f(d) = 2. Obviously, Rde &s(A,B) so that 
(A + Rd/Rd)ys(B/Rd). Also, (B/Rd)|(A + Rd/Rd) ~ C/Rzx is of type p®, by 4), so 
that it is surely S-divisible and also, (B/Rd) C (A + Rd/Rd)s. Since 


(A + Rd/Rd)ys(B/Rd), (B/Rd)s = (A + Rd/Ra)s. 


Then, by the Corollary of Lemma 5, (4A + Rd/Rd)ys(B/Rd). Now the natural 

homomorphism h from B/Rd onto B/D induces a monomorphism on A + Rd/Rd ~ A 

and h(A -+ Rd/Rd) = (A + D/D)ys( B/D) so that his an isomorphism and therefore, 
D = Rd, a contradiction. Therefore, As B. But by 3), AysB does not hold. 
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Definition 8. A module will be called S-algebraically compact if it is the direct sum of a 
divisible module and of a direct product of modules Dy, p running through S, where each 
{Dp,T (Dp, p)| is complete and separated. 


Theorem 10. If A is any module, then there exists an S-algebraically compact module B 
such that Ay B. 


Proof. By Lemma 7, there exists a module H such that AysH, H = Ey + A and 
Ex is a maximal essential extension of As. Then, H = Ey @ CO and {0,7 (C,8)} is 
separated. 

For each p € S, let gp denote the natural homomorphism from C onto C/C» and let 
Dy denote the completion of {C/Cp, T(C/Cp, p)}. Then, gp is a p-pure homomorphism 
and by Proposition 2, (C/Cp) ypDp so that gp may be considered as a homomorphism 
from C into Dp, and as such it is also p-pure. Let D denote the direct product of all the 
Dy, p€S. Then, there is a homomorphism g from C into D such that for each p € 8, 
9p = hyg, where hy is the projection from D onto Dp. If g(c) = 0, then for each pe S, 


9v(c) = 0. Then, ce) Cy = C's = 0. Therefore, g is an isomorphism from C into 
pes 
D. We now prove that g(C)ysD. Assume that g(c) = pd, where ce C, pe S and 


de D. Then, gp(c) = hpg(c) = p™hy(d) and since gp is p-pure, there exists c’ € C such 
that c = p”c’ so that g(c) = p"g(c’). 

We now prove that g(C) is dense in {D,7'(D,8)}. This is equivalent to showing 
that D/g(C) is S-divisible or equivalently, that g(C) is dense in {D, T'(D,p)} for each 
pes. Let de D and let n be any natural integer. By Proposition 3, we know that 
C/Cp is dense in {D,,T(Dp,p)} so that there exists ce C such that hy(d) — gp(c) 
Ep" Dy, ie. hy(d — g(c)) € p” Dp. Also, by Lemma 9, for each q € S different from p, 
p" Dg = Dg so that hg(d — g(c))€p"Dqg. We may therefore set, for each qeS, 
hg(d — g(c)) = p"dg, dg € Dg. But there exists d’ € D such that for allq € S, hg(d’) = 
= dq and then, hg(d — g(c) — pd’) = 0 for all ge S so that d — g(c) — pd’ = 0 
and therefore, g(c) € (d + p"D) Ng(C). 

Now, let B= Ey @ D. By Proposition 3, B is S-algebraically compact. Since 
AygE and obviously, H = (Hs © C)ys(Es © D) = B, by Pl, AygB. Since Eg is 
divisible, Hy C Bs. Let be By, b=e +d, ecks, de D. If peS and if n is any 
natural integer, then there exists b’ € B and e’ € Ey such that b = p”b’ and e = pre’ 
and then, d = p”(b’ — e’). It follows that d € p” D and therefore, d ¢ Dg = 0. There- 
fore, b = e € Eyso that By = Hy is a maximal essential extension of Ag. Since B/H = 
= (Ey @® D)|(Es @ C) & DIC, and since C is dense in {D,T(D,S)}, H is dense in 
{B, 7 (B,S)}. But we know that A is dense in {#,7(H,S)}, so that A is dense in 
{B,T(B,8)}. 


Corollary 1. A module A is ys-injective if and only if it 1s S-algebraically compact. 


Proof. Assume first of all that A is S-algebraically compact, i.e. A = Do © Dy Dp 
ax 


€ 
(»’* indicates the direct product), where Do is divisible and each {Dy, T(Dp,p)} is 
complete and separated. Since Do is injective, it is ys-injective. By the Corollary of 
Theorem 9, for each peS, Dy is yp-injective and therefore, it is ys-injective. But 
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a direct product of ys-injective modules is also yg-injective so that A is ys-in- | 
jective. 

Now, assume that A is ys-injective. By Theorem 10, there exists an S-algebraically | 
compact module B such that A¥s B. By the Corollaries of Lemma 5 and Theorem 6, . 
A= B: 


Corollary 2. A module A is S-algebraically compact if and only if {A,T(A,8)} is 
complete and Ag is divisible. 
Proof. Assume first of all that A is S-algebraically compact, i.e.A = Do ® pyaey. . 


pes 


where Dp is divisible and each {Dy, T(D,p)} is complete and separated. If n € S*, 
n= IEE p, T finite and each ey > 0, then, by Lemma 9, 


pel 
nd =nDo ® >\*nDp = Do @2" DP» @ >\* p* Dp = 
‘ pes per peT 
= (Po® X* Dg ©P* Dy). 
peT q+p 


From this, one sees immediately that As = Do and is therefore divisible and that if 
for each p € S, hy denotes the projection of A onto Dp, then 


nA =(\h;(p*Dp) 
peT 
so that 7'(A,8) is the product of 7'(Do, S) and the T'(Dp, p). Since {Do, T(Do, S)} 
and the {Dp, T (Dp, p)} are complete, {A, 7(A,S)} is complete. 

Conversely, assume that {A,7'(A,S)} is complete and that Ag is divisible. By 
Theorem 10, there exists an S-algebraically compact module B such that AysB. 
Since A, is divisible, 4s — By. If b e B, then the trace on A of the filter of neighbor- 
hoods of B in {B, 7'(B,S)} is a Cauchy filter of the complete module {A, 7(A,8)} so 
that it converges to some ae A. Then, the filters of neighborhoods of a and 6 in 
{B, T(B,S)} have an upper bound so that they coincide. Therefore, a — b has the 
same filter of neighborhoods as 0 so that a — be Bs = AgC A and therefore, b € A. 


_ Corollary 3. If A is a module of S-bounded order, then A is ys-injective. 


Theorem 11. If A C B, then A yg B if and only if As B. 


Proof. Assume first of all that Ays B. By the Corollary of Lemma 5, AysB so that 
if f is a homomorphism from B into D which induces a monomorphism on A and which 
is such that f(A) ysD, then by P 2, fisa monomorphism. Then, since f(B)/f(A) ~ B/A, 
f(B)/f(A) is S-divisible so that it is an S-pure submodule of D/f(A) and therefore, by 
P 4, f(B)ysD. Therefore, Ay ys B. 

Conversely, assume that A vs B. By Theorem 10 and its Corollary 1, there exists 
a ys-injective module O such that AysC. By Theorem 8, there exists an isomorphism 
g from B onto an S-pure submodule of O which extends the identity homomorphism 
of A. By Lemma 6, By is an essential extension of As. Since C/A is S-divisible, and 
since by P 3, B/A ~ g(B)/A ysC/A, B/A is S-divisible. Therefore, AysB. 


Vol. XI, 1960 On Pure Subgroups of Abelian Groups 13 


Bibliography 
[1] S. BaucrerzyK, On algebraically compact groups of I. Kaplansky. Fundamenta Math. 44, 
91—93 (1957). 
[2] R. A. Beaumont and H.S8. Zuckerman, A characterization of the subgroups of the additive 
rationals. Pac. J. Math. 1, 169—177 (1951). 


[3] N. Boursakt, Topologie générale. Chap. I—II, 2i¢me édition, Act. Sci. et Ind., no 858 = 1142. 
Paris 1951. 


[4] B. Ecxmann und A. Scuoprr, Uber injective Moduln. Arch. Math. 4, 75—78 (1953). 

[5] I. Kapuansky, Infinite abelian groups. Univ. of Mich. Pub. in Math., no 2. 

[6] J. Los, Abelian groups that are direct summands of every abelian group which contains them 
as pure subgroups. Fundamenta Math. 44, 84—90 (1957). 


Hingegangen am 21. 10, 1959 


. ARCH. MATH, | 
14 


Zum Sieb von LINNIK 


Von G. J. RreaeR in Maryland (USA) 


Die Methode des grofen Siebes wurde von Linn1k!) erdacht und von RENYI?) 
vereinfacht. In.der vorliegenden Note werden wir diese Methode auf algebraische — 
Zahlkorper K verallgemeinern. Auf Anwendungen soll noch nicht eingegangen 
werden. 


1. Vorbereitungen. Wir bezeichnen (wie tiblich) mit 
n den Grad von K, 
a, b, f, ... (ganze) Ideale von K, 
o das Kinheitsideal von K, 
a, B, €,... ganze Zahlen von K, 
<a> das von « erzeugte Hauptideal, 
Nj die Norm des Ideals f. 


Die Konstante in O(...) bzw. O;(...) hangt nur von K bzw. nur von K und f ab. 


Definition 1. Die Zahl « heift totalpositiv oder « > 0, wenn alle zu « konjugierten 
reellen Zahlen positiv sind. 


Hilfssatz 15). In jeder Restklasse mod f gibt es totalpositive Zahlen. 
Hilfssatz 24). Ist (f, q)|(« — B), so ist die simultane Kongruenz 
€é=Samodf, €=fBmodg 


losbar, und die Losungen bilden dann genau eine Restklasse mod [f, q]. 


Definition 2. Die Ideale a, 6 gehdren zur selben absoluten Idealklasse, wenn es ganze 
Zahlen x, B aus K gibt mit <x) a= <p>b. 


Definition 8. Die Ideale a,b gehdren zur selben engen Idealklasse $ mod 0, wenn es 
ganze Zahlen «> 0, B > 0 aus K gibt mit <a> a = <B> d. 
Die absoluten bzw. engen Idealklassen von K bilden eine endliche abelsche Gruppe 


(beziiglich einer auf der Hand liegenden Multiplikation), deren Ordnung wir mit h 
bzw. h(o) bezeichnen. 


1) Vergleiche [1]. 
?) Vergleiche [2] und [3}. 
) 


wo 


Wohlbekannt. 
4) Wohlbekannt. 
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Offenbar ist die Einteilung aller Ideale in enge Idealklassen eine Verfeinerung der 
Hinteilung aller Ideale in absolute Idealklassen, und jede absolute Idealklasse zerfallt 
in genau h(p)/h enge Idealklassen. 


Definition 4. Die zu f teilerfremden Ideale a, b gehéren zur selben Idealklasse § mod { 
oder a ~ b mod f, wenn es ganze Zahlen « > 0, B > 0, « = 1 mod f, p= mod} 
gibt mit <a> a = <B> Dd. 

Die (aus zu f teilerfremden Idealen bestehenden) Idealklassen § mod f bilden eine 
endliche abelsche Gruppe, deren Ordnung wir mit h(f) bezeichnen. 

Bekanntlich gibt es in jeder engen und daher auch in jeder absoluten Idealklasse 
unendlich viele zu einem vorgegebenen Ideal { teilerfremde Ideale. Nennen wir fiir 
den Augenblick die aus einer absoluten bzw. engen Idealklasse durch Streichen aller 

zu j nicht teilerfremden Ideale entstehende Menge von Idealen eine j-absolute bzw. 
f-enge Klasse, so zerfallt offenbar jede f-absolute Klasse in h(o)/h f-enge Klassen 
und jede j-enge Klasse in h(f)/h(o) Idealklassen § mod f. 


Hilfssatz 3°). Sind j, q beliebige Ideale, so gibt es in jeder Idealklasse § mod f un- 
endlich viele Ideale a mit (a, q) = 0. 


Hilfssatz 4. Hs sez (f, q) = 0; sind die Idealklassen $, mod § und $2 mod gq in der- 
selben engen Idealklasse enthalten, so haben sie mindestens ein Ideal gemein und um- 
gekehrt. 

Beweis. Wahlen wir a aus $; modj{ und 6 aus $2modq gemaB Hilfssatz 3, 
so ist 
(1) (a, f) = (6, f) sae, 

(2) (a, 9) = (b, 9) = 0. 


Nach Voraussetzung gibt es Zahlen «, 6 mit 


(3) 0 p05 
(4) Kara = <>. 

Es ist zu zeigen, daB es Zahlen £0, 70 gibt mit 

(5) Co Oe aor OF, 

(6) &) =lmodf, 7 =1modgq, 
(7) | <Eo> a = <no>b. 


Wegen (4) kann (7) durch die hinreichende Bedingung 


(8) B fo = & 0 
ersetzt werden. Durchlauft nun & die Restklasse 1 mod j bzw. 7 die Restklasse 


1 mod q, so durchlauft Bé die Restklasse 6 mod <f>f baw. «n die Restklasse « mod 
<a> q. Wegen Hilfssatz 2 und Hilfssatz 1 haben diese beiden letztgenannten Rest- 


5) Wohlbekannt. 


: * ae 


4 

: 
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klassen genau dann eine Zahl or. 

E= Bpio=—ano, . 

(9) ie 

gemein, wenn 

(10) (<B> F, <a> 9) | (B — &) 


ist. Damit sind (6), (8) und wegen (3), (9) auch (5) erfiillt. Es ist also nur noch (10) — 
nachzuweisen. Aus Symmetriegriinden ist es hinreichend, 


(11) (<B> fF, <a> 9) |B 


zu beweisen. Dazu sei p ein beliebiges Primideal, das mit der Vielfachheit }, 7, a, g_ 
in <B>, |, <*>, g aufgehen mége. Da der Fall f > 0, g > 0 wegen (f, gq) = 0 aus-— 
geschlossen ist, haben wir drei Falle zu beachten: Ist zunachst f = g = 0, so ist_ 
(11) klar; ist dagegen f > 0, g = 0 bzw. f = 0, g > 0, so ist wegen (1), (4) baw. 
(2), (4) offenbar a = b und somit (11) erfiillt. Damit ist der erste Teil von Hilfssatz 4_ 
bewiesen. Die Umkehrung jedoch ist trivial wegen der vor Hilfssatz 3 gemachten 
Bemerkung. : 
Uber Hilfssatz 4 hinaus ist klar, da der Durchschnitt von $; mod f und $2 mod g_ 
mit (f, g) = 0 entweder leer ist oder aus vollen Idealklassen $ mod fg besteht; aus — 
a ~ bmodf, a ~ bmod gq, (jf, q) = 0 folgt jedoch nicht notwendig a ~ b mod fq, 
wie man sich an Beispielen tiberlegen kann. Daher liefert Hilfssatz 4 nur : 


Hilfssatz 5. Fiir (f, q) = 0 gilt 


hf) h(a) — ifs) 
h(o) h(o) = h(o) * 
Wir fiihren jetzt einen etwas weiter gefaBten Aquivalenzbegriff ein, in der diese 
zuletzt erwahnte Schwierigkeit nicht auftritt: 


Definition 5. Die zu { tetlerfremden Ideale a, b gehéren zur selben Idealklasse ' mod f 
oder a = b mod f, wenn a ~ b (im Sinne von Definition 4) beziiglich jeder in F auf- 
gehenden Primidealpotenz ist. 

Die (aus zu f teilerfremden Idealen bestehenden) Idealklassen §’ mod f bilden eine 
endliche abelsche Gruppe, deren Ordnung wir mit h’(j) bezeichnen. Offenbar ist 


h'(0) =h(o),  h'(p*) = h(p% (p Primideal, a => 1). 


Aus a~ b mod f folgt a ~ 6 mod jf; daher ist jede Idealklasse §’ mod f die Ver- 
einigung von Idealklassen {> mod f, und von der Gruppentheorie her ist sofort klar, 
daB jede Idealklasse $’ mod f aus genau h(f)/h’(f) Idealklassen § mod f besteht, 


welche hinwiederum derselben engen Idealklasse angehéren. Zusammen mit Hilfs- 
satz 4 ergibt sich daher 


Hilfssatz 6. Hs sei (j, q) = 0; sind die Idealklassen , mod f wnd §, mod q in der- 


selben engen Idealklasse enthalten, so haben sie mindestens ein Ideal gemein und um- 
gekehrt. 
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_ Aus Definition 5 liest man unmittelbar ab, daB von a ~ 6 mod f, a= bmodg 
auf a = 6 mod [j, g] geschlossen werden kann. Das ergibt zusammen mit Hilfssatz 6 
~ sofort 

_ Hilfssatz 7. Es sei (j, g) = 0; sind die Idealklassen , mod f wnd , mod g in der- 
_ selben engen Idealklasse enthalten, so haben sie genau eine Idealklasse ' mod fg gemein. 


Aus Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 folgt (im Gegensatz zu Hilfssatz 5) unmittelbar 
Hilfssatz 8. Fiir (f, q) = o gilt 


Fiir 
Ht (@ @anod f) D204 
: aeounndt 
gilt bekanntlich ®) : 
(12) H (x; © mod f) = B(f)a + O;(at-1/m) (w+ 00) 


“mit einer nur von K und f abhangigen positiven Konstanten 6 (f). Fiir 


H (x; $' mod) = >) 1 


Nasa 
5 aeS’mod f 
gilt daher | 
(13) H (x; §' mod f) = 6’ (f)a + O;(wl-1!™) (a > 00) 


‘mit einer nur von K und f abhangigen positiven Konstanten fA’ (f), némlich 


Bi) =F BD: 


da bei festem f die Vereinigung aller Idealklassen {’ mod [ genau die Gesamtheit 
aller zu { teilerfremden Ideale ist, folgt, wenn wir noch die fir 


giiltige Beziehung 
H (2) = az + O(@1-1") (a —> co) 
(« > 0) beachten, sofort = 
(14) (DB) = ye 
Aus (14) und Hilfssatz 8 folgt 
Hilfssatz 9. Far (f, g) = 0 gilt 
Bilt) Bg) _ (Fg) 
Bo) Bo) B(0) * 
Friher entwickelte Methoden gestatten es leicht, tiber (18) hinaus einen Exponen- 
ten o > 0 anzugeben mit”) 
(15) Fie: mod f) = 6i(})2 + O(N at) (a —> 00). 


6) Vergleiche etwa [5], Hilfssatz 2. In [5], 8. 159, Z. 12 v.o lies S < statt S =. 
?) Vergleiche neben [4] auch [5], § 6 und $7. 
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Wegen 8) 

(16) h’'(f) Sh(f) = O(P(f)) 
und wegen (14) folgt | : 
(17) | a = OND). 


In (15) wird daher das Fehlerglied sicherlich dann vom Hauptglied eee 
wenn f{ die Bedingung 
(18) NFCTO” = O(a) 


(mit einer geeigneten und nur von K abhangigen Konstanten) erfiillt. 


; 


2. Das groBe Sieb in K. Wir wahlen jetzt eine beliebige enge Idealklasse aus, die 
wir mit $9 mod p oder — was dasselbe ist — mit $, mod p bezeichnen und in der 
sich alles weitere abspielt. 2( = {a1, a2, ag, ...} bezeichne die in irgendeiner Weise — 


nach nicht abnehmender Norm geordnete Folge aller Ideale von §, mod op. Es sei D 


eine beliebige natiirliche Zahl; ferner sei p ein beliebiges Primideal von K, und die— 


§’ mod p seien beliebige in $, mod po enthaltene Idealklassen. Wir setzen 


HA(L; 9’ modp) 
H(L; & modo) 


(19) = Q(L; 9" mod p) 


und definieren 


| 1x ftr AeH(L; 8, mod 0)] E 9’ mod p ‘ 
| 0 sonst , 


(21) F(x, L; $ mod p) = (Q(L; ’ mod p))-1/? (f (2, L; ' mod p) — Q(L; §’ mod p)). 
Wegen (19), (15) ist 
(22) Q(L; §'mod p) == 4 o(wp7E-1Im) — (L-+ 00). 


(20) f(x, L; ’ mod ) = | 


Wegen (20), (19) ist 
1 


1 
(23) | f(x, L; ’ mod p) dx = i} f?(x, L; $' mod p) dx = Q(L; H' mod y) ; ‘ 
0 


0 


fiir Primideale p; + 2 ist wegen (20), Hilfssatz 7 und (19) 
1 
(24) nic: , L; 9, mod 91) f(a, L; , mod pe) da = Q(L; § mod 1p) ; 
0 
fiir | mod p + §) mod p ist wegen (20) natiirlich 


; 
(25) f f(x, L; § mod p) f(a, L; 9, mod p) dx =0. 
0 
Daher ist wegen (21), (23), (22) 
1 


(26) [Fr (z, L; $' mod p) da = 1 — Q(L; 9 mod p) = 1— oe + O(N p? L-1n) 
0 


— ; (L -> oo); 


8) Vergleiche [4], (7.6). 
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fiir Primideale ‘pr + Pz, welche die der Bedingung (18) nachgebildete Bedingung 
(27) Nyt” — OL), Npton — OL) 
erfillen, ist wegen (21), (24), (23), (22), (17), Hilfssatz 9 
4 1 
J F(a, L; $; mod p1) F(a, L; §, mod ps) de = 
0 
(28) = ie , mod py) Q(L; §, mod p))-1/2 (Q(L; § mod pi ps) — 


L; 9' mod 1) Q(L; 95 mod pz) ) = 
= ae ee 1 In) ; 


ist ry mod p + §, mod p, so ist wegen (21), (25), (23), (22) 


Bla a eae ae eae Oe 


iigetcaies 


B= = (0(B; piimod p) 01; S$ mbd py)? = — Fey + ON pL) (> 00), 


Wir betrachten jetzt eine beliebige Teilfolge B(L) = {ayq), ... , aysy} von 


Yt (L) == {a1, tees An; $’mod 0) } . 
G sei die Menge aller derjenigen reellen Zahlen x mit 


[wH(L; §, mod 0)] + 1 = k(s) 


fiir ein gewisses s (s = 1,..., 8); H(x) sei die charakteristische Funktion von 6. 
Offenbar ist 

1 1 g 
(30) [ Be) dx = | B(x) de = FEB mds) 


Wir definieren 


1 
(31) a(L; §' mod p) = [ E(x) F(x, L; §' mod p) dx 
: 6 


‘Bedeutet dann 2 Summation itiber alle Primideale ) mit (27) ye Dy Summation 
‘mod p 


liber alle in §, ined o enthaltenen ’ mod p fiir diese p, so folgt wegen (26), (28), 
(29), (31) 


o</(# — > >» a(L;§' mod p) F(x, L; §' mod p))? dx = 

ti p /modp 

Pe ae ee 2(L; 9’ mod p) (1 + oe + O(N p?L- uIn)) + 
0 p §’modp 


32 
3 se yaa L; $, mod p1)a (L; mod py») O(N (pi p2)t2+eL-1/n) + 


Pip, Hi’modp, He” rae 


4 YY alLs;H{mod p) a(L; § mod p)(— Fa? + OW’p L-UIm)). 


p §,’modp+,’mod p 


O* 


: $ “ 
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Beachten wir noch, daB 


a2 (IL; §' mod )) + a pi 7) a(L; 5 mod p) a(L; & ea p) = 


p §’modp p §,/mod p+ §.’mod p a 
= >'( ee L; %' mod ))? 
Pp od mod ‘J 


ist, so folgt aus (32) 


u8 ‘ ; ; 
0 < f E2(x)de—(1+O(A%L-4Im)) S" a2(L; 9! mod p) + 
(33) ‘ 0 s $’mod p . ; 4 
+ O(Al7L-1")(_ >" |a(L; §' mod p)|)? / (bey 
; P §’mod p 


wenn wir Np < A und wegen (27) noch | 
yeh 
(34) Ke AiO (Lea 
voraussetzen; dabei bleibt (33) richtig, wenn — wie die Herleitung von (33) zeigt — 


(34) durch eine starkere Bedingung ersetzt wird. Setzen wir noch 
. V 


COW ia ales YY aL; 9’ mody) =o, 
NpsA §/modp 
so folgt wegen | 
: y1=0 (5) (A +00). 
wee log A | 


und wegen (16) durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
(36) ( YY fat; g mod ») |) =0(4 =)° Py ments 


Npsa $’mod p 


‘ = 
Se ee 


Aus (30), (33), (36) ergibt sich 

Cyaan . H(L; 9, mod v)w S28, ae My 

falls wir — stirker als (34) — ' k 
1 

(38) A=0O (an log Ly) ) ce 


(mit einer passend gewahlten und nur yon K abhangigen Konstanten) voraussetzen. 
Mit . : 


S(L;H’modp)= 1 
: Ax(s)€ H’mod p 
gilt wegen (31), (21), (30) offenbar 
(39) H(L; De mod op) Q¥2(L; ' mod p) a(L; ’ mod p) = 


= S(L; 9’ mod p) — Q(L; §' mod p) 8 
Aus (37), (35), (39), (38) folgt 
Satz 1. Hs existiert eine nur von K abhingige Konstante c(K) > 0 derart, dap aus 
mi 


(40) A < ¢(K) (LM log Lae 
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die Abschiitzung 


(41) D>, QL; H' modp) >) (S(L; § mod p) — Q(L; §’ mod p) 8)? < 


: folgt. 


Npsa $/mod p in $,’mod 0 
<2H(L; 9, mod v0) 


Satz 1 enthalt, wenn man von der hier nicht naher angegebenen Konstanten c( K) 


in (40) absieht, die Hauptungleichung von [3] als Spezialfall 9). 


Ks sei g(p) bzw. q(p) eine fiir alle Primideale » von K erklarte Funktion mit 


h’ 
0<g(p) < per baw. g(p) S11. 


_ Wir setzen 
(42) et min | Q(L; §' mod p)g(p)) , 
Np SB \9’mod p in §, mod 0 
(43) q = max q(p), 
Np<B 


{ 


‘wobei B die rechte Seite von (40) bedeutet. 


Definition 6. Lin Primideal b herpt ein (g, q)-Ausnahmeprimideal, wenn fiir minde- 


- stens g(p) in Ho mod v enthaltene Idealklassen $' mod p gilt 


- (44) | S(L; 8" mod p) — Q(L; §' mod p) S| q(p) = Q(L; §! mod p) 8. 
Satz 2. Unter den Primidealen » mit (40) gibt es héchstens 
2. H (L; $ mod 0) g2 
gS 


(9g, q)-Ausnahmeprimideale. 


Beweis. Fiir jedes (g, g)-Ausnahmeprimideal gilt wegen (44), (42), (43) 
Q1(L;§'modp) >) (S(L; §' mod p) — Q(L; §' mod p) 8)? = 


(45) §/mod p in {mod v 


> Q-1(L; $' mod 9) g(p) Q2(L; H’ mod p) S2q-4(p) = gS2q-2. 


- Bezeichnet Y die Anzahl der (g, q)-Ausnahmeprimideale mit (40), so folgt aus (41), 


(45) 
gS2q-2Y <2H(L; So mod0)S, 


was zu zeigen war. 


Ebenso wie die Hauptungleichung von [3] laBt sich auch (41) auffassen als eine Fol- 
gerung aus einer Art Besselscher Ungleichung fiir Systeme fastunabhdngiger Funktionen 


im Sinne von Rinyi — ein Begriff, der dem Begriff Systeme wnabhdngiger Funktionen 


im Sinne von Kac und Sre1nuavs nachgebildet ist. Die Anwendbarkeit dieser letzt- 


genannten Ungleichung auf das vorliegende Problem ergibt sich im wesentlichen 


durch den sich auf Hilfssatz 9 stiitzenden Nachweis, daB die durch (21) erklarten 
Funktionen F(x, L; $' mod p) ein (noch zu normierendes) System von fastorthogonalen 
Funktionen im Sinne von R. P. Boas sr. bildet. 


9) Vergleiche [3], (18). 
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Uber die Wasrendang der Operatorenrechnung auf 
- partielle Differential- Bitenycaclertwntenn mit mehreren Differenzen 


Von JoseF WLoKA in Heidelberg 


In dieser Note wollen wir die Ergebnisse, die wir in [7] fiir partielle Differential- 
Differenzengleichungen mit nur einer Differenz erhalten haben, auf partielle Diffe- 
rential-Differenzengleichungen mit beliebig vielen Differenzen itbertragen. Dazu ist 
es notwendig, einen Satz tiber die algebraische Abgeschlossenheit des Korpers der 
h-Reihen+) zu beweisen. Teil 1 ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet, waihrend wir 
uns in Teil 2 mit der Anwendung der im 1. Teil gewonnenen Ergebnisse auf partielle 
Differential-Differenzengleichungen beschaftigen. Wir benutzen im folgenden die Be- 
zeichnungen und die Terminologie des Buches [1] und der Arbeit [7]. 


1. Es seien mit a; algebraische Funktionen des Differentiationsoperators s be- 
zeichnet; nach [7] bilden die a; einen algebraisch abgeschlossenen Unterkorper A von 
M (M-Mikusinskischer Operatorenkorper). Wir betrachten die sogenannten h-Reihen?) 


(1) Da ane t t 003), 
i=0 


Wie in [7] bewiesen wurde, sind die Entwicklungen (1) immer konvergent und ein- 
deutig (in M). Da sich das Element 


co co 2 
I 1 1 Oe a Wh a ay ae 
epee rt a) Be) 
Yai hr ao hto ( + SS a | t=1 ‘= 
1=0 t=1 


wieder als h-Reihe darstellen 1iBt, bilden die h-Reihen einen Korper H. Wir haben 
ACHCcM. Wir fihren fiir den Korper H die Exponentenbewertung ein: 


w(0)=co; w(D(h))=T, wenn a +0. 
 Leicht priift man die Bewertungsaxiome (siehe [5]) nach: 
1. w(0) =o, w(D(h)) ist fiir D(h) +0 eine reelle Zahl; 
w(D,: D2) = w(D1) + w(Pa2) ; 
w(D,; + De) = min (w(D1), w(De))- 


1) Fiir die Definition der h-Reihen siehe Teil 1. ses ise 
2) At — bedeutet den Verschiebungsoperator, siehe z. B. [1]. (Die t; sind hierbei beliebige reelle 


Zahlen.) 
3) 7; t co bedeutet, t; strebt streng monoton gegen ce. 


Bp We A a ae a ey me tee ee ee Lao ole 

Bee AMT, ene LU STR Dec wien igs Neale taet ae heen aha ee YP eet ee ee ee ee 

Waa. he \ - : _ PR © CS Fas fetoe eee ed bee 
. = 


ren 
P¢6 
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Lemma. Der yee H ist perfekt in bezug auf dre sdodbuts Hxponentenbewertung : 


(vgl. [3]). 

Aus w(Dm — Dn) > co mit m,n-—> co folgt namlich, dai fur jedes noch so 
groBes T es ein derartiges N = N(7’) gibt, daB fir n > N in samtneney Reihen Dn 
die Abschnitte 

ye af 14 


yu” sT 
miteinander tibereinstimmen. Bilden wir die Summe aller Glieder von der Form a;h”, 


die von einem n an in samtlichen Dy, vorkommen, so mu8 bei monotoner Anceenaa 


t% + co gelten (fiir jedes 7 gibt es doch nur endlich viele t% <T'!) und ms ajh™ ist 


Fir H gilt also das Henselsche Lemma (Beweis siehe S. 263 [5]), das wir hier in — 
der Sprache der h-Reihen formulieren wollen: 
Ist F (h, z) ein Polynom in z der Gestalt 


| 

offenbar der Grenzwert (im Sinne der Bewertung) der Folge Dn. 
7 

‘ 

. 
F(h,z) =2" + Dy(h)2"-1 +--+ + Da(h), 

: 


dessen Koeffizienten ganze+) Elemente von H sind, und zerfallt F(0,z) (F(0,z) erhalt 
man aus F (h, z), indem man in den Koeffizienten D,(h), ... , Dn(h) einfach alle Glieder | 
mit positiven Potenzen von h fortlaBt) in zwei teilerfremde Faktoren der Grade p und q ~ 
miptq=n: | 

F (0,2) = go(2)-ho(z), (go(2), ho(z)) = 1, | 


so zerfillt F (h, z) in zwei Faktoren von denselben Gradzahlen in z 
F(h,2) =@(h,z)-H(h,2), 
deren Koeffizienten ebenfalls ganze Elemente von H sind. Dabei ist 
| G(0,z) =go(z), H(0,z) = ho(z). 


Das Henselsche Lemma benutzen wir zum Beweis des folgenden wichtigen Satzes. 
(Der Beweis — ein Standardbeweis — wird ahnlich wie in [6] und [4] gefiihrt.) 


Satz 1. Hs sei 
(2) F (h,z) = 2" + Dy (h)2"-1 + ++» + Dy (h) 
ein Polynom, dessen Koeffizienten ganze Elemente aus H sind. Dann lat sich (2) in Hin : 
Linearfaktoren zerlegen ; und die Wurzeln von (2) sind ganze Elemente aus H. 


Beweis. Wir kénnen voraussetzen, daB D, = 0 ist, anderenfalls wir z — a Dy als 


neue Variable einfithren. Die Entwicklung von D, beginne mit a,h™, a, + 0, wenn D, 
nicht identisch Null ist. Sind alle D, = 0, so ist nichts zu pomeieant sonst sei x die 


kleinste unter den Zahlen = zu D, + 0. Dann ist offenbar 


T,, —%%=0 fiir gewisse vj <9 < ++: << yy, 


4) D(h) ist ganz, wenn w(D) == to > 0. : 
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_ wahrend sonst t, — vx > O ist. Wir setzen nun z = 21h” ; dann verwandelt sich unsere 
_ Gleichung (2) (mit D; = 0!) nach Multiplikation mit A-” in 


(3) zi + Da (h)h2* 2-2 4 +++ 4 D, (hy he 22? + + Dy (AR. 


_ Die Entwicklung des Produktes D, (h)h>” beginnt nunmehr mit a,h™””, und dies re- 
_ duziert sich auf a, + 0 fiir 11, v2, ..., v;. Ist 6 die kleinste unter den tbrigen Differen- 
zen T, — vx, so laBt sich unsere Gleichung (3) in der Form schreiben 


(4) Fy(h, 21) — zy + ay, iit. forse Ay, 2" + h? Wh; 21) == Fy (0, 21) a h? With, 21); 


wobei die Koeffizienten von F',(0, 21) in A liegen und Y/(h,z1) ein Polynom in 2; ist 
mit ganzen Koeffizienten aus H. Da das Polynom F}(0,z1) aus wenigstens zwei 
_ Gliedern besteht und der Koeffizient bei 2! gleich Null ist, besitzt dieses Polynom 
_ wenigstens zwei verschiedene Wurzeln. (Die Charakteristik von A ist gleich Null!) 

: Wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von A la8t sich deshalb F (0,21) in 
zwei teilerfremde Faktoren von den Graden p > 0 undq > 0 mit p + q = nzerlegen. 
Nach dem Henselschen Lemma zerfallt F')(h,z1) ebenfalls in zwei Faktoren von oan 
selben Gradzahlen in 2, 


Fy (h,21) = G14 (A,21) . HT (h,21) e 


deren Koeffizienten ganze Elemente in H sind. 

Wenden wir auf die beiden Faktoren dieselbe Uberlegung an, so kénnen wir auch 
_ diese Faktoren weiter zerlegen und so fortfahren, bis die Zerlegung von (2) in Linear- 
faktoren vollzogen ist. Die Ganzheit der Wurzeln von (2) folgt daraus, daB — wie man 
sich leicht tiberzeugt — bei den hier angewandten Substitutionen der Ganzheits- 
charakter gewahrt bleibt. 

Als Folgerung aus Satz | erhalten wir: 


Satz 2. Der Kérper H ist algebraisch abgeschlossen. 


Beweis. Hs sei | 
(5) EF (h, 2) = Do (h)z” + Dy (h)z™1 + +++ + Dy (h) 


ein Polynom in z mit Koeffizienten aus H, Do + 0. Durch Division mit h* (x ist der 
kleinste in (5) vorkommende Exponent von h), Substitution 2’ = Doz und Multiplika- 
_ tion mit D” kénnen wir (5) in die Form (2) bringen und Satz 1 anwenden. 


2, Die im 1. Teil bewiesenen Satze sollen uns dazu dienen, die in [7] entwickelte 
Theorie auf TN ee Gear an ae mit mehreren Differenzen auszu- 


_ dehnen. 
Es sei die partielle renee Differential-Differenzengleichung mit konstanten Ko- 


effizienten gegeben: 


A OH+Y 2 ( At) te Wh he Ou+v a(A,t Li. Tr) 
(1) bs 2% Bae ae OAe ot TL > fees 2, Bris OAL ot” Say (A, t) 
ue y=0 k= 


(Ai SA Side, OSt<co, 7 > 0 fir k= 1,2,...,d; und’a(/,t) =0 fiir t < 0). 
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Bei Anwendung der Operatorenrechnung (siehe Formel IT (3) in [7]) geht obige Glei- — 
chung in die folgende Operatorendifferentialgleichung tber: 


m 


(2) Dents 20 4 Sa Sah ) a) — f(A). 
Dabei ist 
Ws (8) Soe Sue Sw EOF Fee o's 10s 
»=0 
(3) Nk F 
ak (s)= >. Bie pee Ol) ng RS as et, 
»7=0 : 
und 
.  - Q@utea (A, 0) 
f(A) = {p(A, #)} + Sere - 2 Yo, n-n+¥.— oan ow 
: 7 v= 
(4) Nk Mk 
Na Se k du+» x (A, 0) 
Ny h Be ase 2 STs = ats Gerad 


2=0 590 


Wir betrachten die charakteristische Sods von (2) 


M 


(5) $0) + Sarit )Jot = 0, 


i=0 
wobei M = max (m, mj, ..., mq) und 


wy = wy first Sm, uF — uk far ts mez, 


wy 0. firs im, Uk = 0 + fir tS me, 


Da wegen Satz 2 die charakteristische Gleichung in H — also auch in M — in so 
viele Linearfaktoren, wie ihr Grad betragt, zerfallt, kann man auf die Gleichungen (1) 
die Mikusifiskische Differentialgleichungstheorie [2] anwenden. Damit kann man die 
Gleichungen (1) in reine (N = 0), gemischte (0 < _N < M) und logarithmische 
(N = M)°) Gleichungen klassifizieren, und wir konnen — wie fiir Gleichungen mit nur 
einer Differenz — Eindeutigkeitsbedingungen angeben. So gilt z. B. (siehe [2] und [7]): 


Satz 3. Hs sei die Gleichung (1) gegeben, und die Lésung x (A,t) sowie ihre Ableitungen 


autoa (A, t) 
OW Oar (4 =0,...,max(m,mj,..., ma); » =0,...,max(n, 71, ...74)) 


geniigen derartigen Stetigkeitsbedingungen, dap die Formel ' 


0! a (A, t) 


ati = st 4 by (A, t) — att xv (Ay + 0) oi-1 x (A, t) 4 


- dL =e 9 


giltig ist. Wir nehmen an, dap unter den max(m,my, ... ma) = M Wurzeln der charak- 


5) Fir die Bedeutung von N und M siehe Satz 3. 
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- teristischen Gleichung (5) genau N Logarithmen vorkommen. Dann bestimmen die Be- 
- dingungen 


> Deine ne tn (Ay = 04 A) (4 =0,...,m—1), 


: — 0 
(A) Sree 
| 2 D2 Binnie ns hy (A) = g’. (A) (= OG Mea Lead fe id) 
= 2 
Ovar(A,t 
(R): Ss.) (nS do S da, w=0,...,N 1), 
wobei gx.(A), 9 F(A) und v,.(t) gegebene Funktionen sind, und h,(A) = Lee te die 
=+ 


Lésung der Gleichung (1) eindeutig (falls eine Lésung ewistiert ). 
Auch der Satz gate 3b von [7] hat sein Analogon, das wir aber hier nicht anfiihren 
wollen. 
Da fiir die Elemente aus H das folgende Logarithmenkriterium gilt, kénnen wir die 
 Klassifikation der Gleichungen (1) effektiv durchfiihren und die Lésungen von (1) 
explicite hinschreiben. 
Der Operator S ai(s) ht, tb co ist dann und nur dann ein Logarithmus, wenn 
4=0 
T = 0 und wenn ao(s) ein Logarithmus ist. 
(Dieses Kriterium beweist man so — mit einigen geringfiigigen Anderungen — wie 
‘Satz III. 2 in [7].) 
Dieses Kriteriums wegen lassen sich die Satze III.4—6 von [7] auch auf die Glei- 
_chungen (1) iibertragen. Hier wollen wir nur den, dem Satz III.4 von [7] analogen Satz 
formulieren und beweisen. 


Satz 4. Hs set m = mx fiir kk = 1,..., d. Die Gleichung (1) ist dann und nur dann 
1) logarithmisch, 2) gemischt oder 3) rein, wenn die Glerchung 


+n (Ay £) 
(6) mM Law eee Fay 


(genannt Hauptteil von (1)) dieselbe Higenschaft hat. 


Beweis. Da m > mx ist; hat der héchste Koeffizient der chars kioretischon Glei- 
chung (5) die Form 


3) 4 Sarak (6) 
al 


wobei wm(s) + 0. Falls wir die Gleichung (5) durch diesen héchsten Koeffizienten 
teilen, erhalten wir eine Gleichung der Form 1.(2) mit ganzen Koeffizienten, wir 


co 


k6nnen also Satz 1 anwenden und sehen, daB (5) nur ganze Elemente dia (s )A% aus H 
71=0 


als Wurzeln hat. Wegen w»(s) + 0 kénnen wir to = 0 setzen und ao(s) ist die Wurzel 
der charakteristischen Gleichung (6). Das oben formulierte Logarithmenkriterium 


beendet den Beweis. 


J. Wroxa 


f ' a 440 tee 
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Eine Verallgemeinerung der Sphiaroidfunktionen 


Von ALFRED LEITNER*) und Joser MEIxneER in Aachen 


I. Einleitung. Die Spharoidfunktionen sind Loésungen der Differentialgleichung 


Z qd? dT 2 . 
(1) (5° — 1) Gee + 26 Ge + —A aa y2 + y2é2) WF — 0, 


A, , y sind Parameter, welche beliebige reelle oder komplexe Werte annehmen 
diirfen. Die Differentialgleichung der Spharoidfunktionen ergibt sich, wenn man die 
dreidimensionale Schwingungsgleichung \72u + k2u—0 in den Koordinaten des 
verlangerten oder abgeplatteten Rotationsellipsoids separiert. 

Viele Eigenschaften der Spharoidfunktionen, insbesondere Reihenentwicklungen 
und Integralrelationen hangen eng damit zusammen, da die dreidimensionale 
Schwingungsgleichung sowohl in Kugelkoordinaten als auch in den Koordinaten des 
Rotationsellipsoids separierbar ist. Man kann daher vermuten, daB man auch fiir all- 
gemeinere Funktionen, die bei der Separation einer verallgemeinerten Schwingungs- 
gleichung 
(2) V2u+ O(a, y, z)u=0 


in den Koordinaten des Rotationsellipsoids entstehen, unmittelbar eine Reihe von 
Eigenschaften angeben kann, falls diese Schwingungsgleichung auch in Kugel- 
koordinaten separierbar ist. 

Die simultane Separierbarkeit von (2) in Kugelkoordinaten und in den Koordinaten 
des Rotationsellipsoids mit gleichem Koordinatenmittelpunkt ist dann und nur dann 


méglich, wenn O(z, y, z) die Gestalt hat?) 
c e 
(3) D(x, y, 2) = Bh? + d(x? +? + 2) + at a: 


Der gliickliche Umstand hierbei ist, daB mit dieser Funktion @ (x, y, z) die Separation 
von (2) in Kugelkoordinaten auf einfache Funktionen, namlich solche hypergeometri- 
schen Typs — Konfluenz mit eingeschlossen — fihrt. Dies erméglicht die Entwick- 
lung der Funktionen, die bei der Separation von (2) in den Koordinaten des Rotations- 
ellipsoids entstehen, nach hypergeometrischen Funktionen und die Aufstellung von 
Integralbeziehungen zwischen diesen Funktionen, deren Kern hypergeometrische 


Funktionen enthalt. 


*) On leave from Department of Physics, Michigan State University, Kast Lansing, Mich., 
U.S.A. 


1) A. Lurrner und J. Merxner, Simultane Separierbarkeit von verallgemeinerten Schwingungs- 
gleichungen. Arch. Math. 10, 387—391 (1959). 
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Wir beschranken uns hier auf den Fall d = 0 und — ohne weiteren Verlust an All- ‘ 
gemeinheit — aufc = 0. Damit lautet die verallgemeinerte Schwingungsgleichung (2) — 
in cartesischen Koordinaten mit e = — A(A + 1) 


(4) veu + (2-7) a = 0. 
In den Kugelkoordinaten 
(5) x—=rsindcosg, y=rsindsing, z=rcosd 


besitzt sie separierte Losungen der Gestalt — wir setzen cos # = v — 
(6) u = yp? (ker) pe? (v) eH? . . 
Die Funktionen yp? (kr) sind fiir 7 = 1,2,3,4 der Reihe nach die sogenannten Kugel- 
Bessel-, Kugel-Neumann- und Kugel-Hankel-Funktion: 7 
1: 
(7) yk) =(s) Bankr) G=1,2,3,4), 
worin die ZY’) ,/. die entsprechenden Zylinderfunktionen sind. Die Funktionen qe (v) 
sind Lésungen der ee 


we MA 1} 


= y2 ye 


(8) (aor) £2 — ap ey 


vy +1) —] oF 


Sie lassen sich durch hypergeometrische Funktionen ausdriicken. Wir legen folgende 
_ Lésungen @ durch besondere Bezeichnungen fest (siche auch LErrNERund MEIXNER?) ) 


yA U2 (vt — Dal ound ie ea 2 ep Aad 3. Ay] 
0 Oo="Sarersy (a MER aT h 


om e-wat (1 — y?)-H/2 Atl 


Los x 
i x ale Baie dcie ytu-—A+1 
(10) eet ence: )e( zy )Pd-w 
<M+At2 —v— pHa : 
x of y (- 7 Tae y ea FA;1— 31-28), 
ry (y) = — me etm(y—p-A-1)/2 (1 — y*)-u/2 yd+1 
v oa OF, Z a il x< 
(11) gear AEN ries ence! 
_ A+ 2 we aid Pte, 
oF (“= Bred ed : 
x 9 ) fp poh, 2? v2 


Ferner definieren wir eine Funktion P“’*(v) durch den Ausdruck, der aus (10) hervor- 
geht, wenn man (1 — v2)“/? durch (v2 — 1)“/? ersetzt. 
In den Koordinaten des Rotationsellipsoids ; 


(12) er) V(é2 tt — 7) cosy, y= a \/(e me RY) eee 72) sing, z=aéy 


gibt es ebenfalls separierte Lésungen von (2) mit der y-Abhangigkeit exp (iq) wie in 
(6). Die anderen beiden Faktoren sind Funktionen von & bzw. von y. Sie gentigen der- 


2) A. Bere und J. Merxner, Zur Theorie der | 
eRe er hypergeometrischen Funktionen. Arch. Math. 
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_ selben Differentialgleichung 


a2 AY 2 
(3) (@ 1) Fe + 28 + |—-A- gt OE — + elo, 


in welcher im zweiten Fall 7 statt € zu lesen ist. A und wu sind Separationsparameter, 
Sa Arie 
Fur 7 = 0 oder —1 ist (13) die Spharoiddifferentialgleichung. Ihre Lésungen sind 
ausfihrlich untersucht. Eine Darstellung ihrer Theorie findet sich bei MEIXNER und 
ScHarke’). Mit A(A + 1) + 0 scheint zwar eine Komplikation einzutreten: tatsich- 
lich ist sie kaum gréBer als beim Ubergang von den Kugelfunktionen mit zwei Para- 
metern zu den hypergeometrischen Funktionen mit drei Parametern. Uberdies ist 
diese Verallgemeinerung (13) der Differentialgleichung der Spharoidfunktionen eine 
sehr natiirliche, bringt sie doch eine zusitzliche Symmetrie neben der Spiegel- 
symmetrie € — — &. Setzt man namlich 


(14) E=V1l—22, P(E) = (22 —1)4a ll? Pay , 


so ergibt sich fiir Y/ (a) eine Differentialgleichung derselben Gestalt 


: ap day — U2 Iie) AABN 2 ¢ oa 
ma wt Se tee [tp pelo, 
- wobei 
Sa %. ub Pte ofes. UTAS 
(16) Ape ye hye == 72s w= (A+s) (A+5) =u. 
Das heiBt, mit Y( A, uw, A, y, €) ist auch 
1 1 ; Lie 
(17) sg yw (A+, + (2+5),t4—Z tip J1—®) 


eine Lésung von (13), wobei die Vorzeichenkombinationen voneinander unabhangig 
sind. 

Wir werden im folgenden Reihenentwicklungen der Lésungen von (13) geben und 
das sogenannte Eigenwertproblem fir kleine und groBe reelle Werte von + y? unter- 
suchen. Die Methoden sind von der Theorie der Spharoidfunktionen her vorgezeichnet 
und unmittelbar tibertragbar. Wir werden uns daher in der folgenden Darstellung 
kurz fassen und verwejsen wegen der genaueren Begriindung einzelner Schritte auf 
Merxner und ScHdrKks?). Der auBere AnlaB dieser Untersuchung war das Auftreten 
der Differentialgleichung (13) (mit ~ = 0) in einer Arbeit von FrRanN und LEMMER*) 
iiber die Schrédingersche Wellengleichung mit nicht-lokaler harmonischer Wechsel- 
-wirkung. 

An anderer Stelle sollen Integralbezichungen und viele weitere Kigenschaften der 
verallgemeinerten Spharoidfunktionen gegeben werden. 


3) J. Murxner und F. W. Scuirke, Mathieusche Funktionen und Spharoidfunktionen. Grund- 
lehren der Mathematischen Wissenschaften, Bd. 71, Berlin-Géttingen-Heidelberg, 1954. 

4) W. E. Fraun and R. H. Lemner, Velocity-Dependent Nuclear Interaction. Nuovo Cim. X, 
5, 1564—1572 (1957); Non-Static Effects on Individual Nucleons in a Spheroidal Potential. Nu- 


ovo Cim. X, 6, 664—673 (1957). 


PLO} Y= Doe (y?) peor (kr) Phot (v) 


TSP ONG A ary € MNO ENTE DERE OP NW OE WME eT SaaS Seen a Re a a a a ees 
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2. Reihenentwicklungen der verallgemeinerten Sphiroidfunktionen nach Zylinder-4 
und hypergeometrischen Funktionen. Wegen der simultanen Separierbarkeit in : 
beiden Koordinatensystemen (5) und (12) erwarten wir, daf die in &, 7, p separierten — 
Lésungen sich nach den in 7, v = cos 0,p separierten Losungen entwickeln lassen. 3 
Wir machen daher einen Ansatz a 
i 
und versuchen die Koeffizienten a, ‘3,80 zu bestimmen, daB Y, als Funktion von & 
bzw. 7 betrachtet, der Differentialgleichung (13) in & bzw. in 7 genigt. Dazu sind — 
dann r und v durch & und 7 auszudriicken : o's : 
UID )icz atm aA Ae SITY, ro ei roa ee een eae ; 
Die Gré8e v bleibt dabei zunachst unbestimmt. 4 

Ohne in Einzelheiten einzugehen, bemerken wir, daB nach EKinsetzen von (18) in — 
(13), nach Beseitigung der zweiten Ableitungen von TREE und gore mittels der- 
Differentialgleichungen, denen diese Funktionen gentigen, nach Beseitigung der 
ersten Ableitungen und der von r pn v sips eee Koeffizienten mittels der Re-— 
kursionsformeln der Funktionen ys, und Prive aus a rau kr) & gu’ (v) in (18) ein | 
Ausdruck entsteht, der die drei Funktionen ys t+u(kr) @ Goes 41 (v) mit l = — 2, 0, 2” 
und mit konstanten Koeffizienten enthalt. Verschiebung des Summationsindex ¢ um _ 
—1,0,1 fiihrt dann auf eine Gleichung der Gestalt 


Die 72) Weror (kr) Gee. (v) =0. 


Hinreichend fiir das Beetahion dieser Gleichung ist c}” 3, = 0 oder, in den Koeffizienten 
ausgedriickt, 


p+ 2+ w—A—1) @+2t—H—A=V) OF 2A+M+DO+MA—wtM wag 
y (2 + 4t — 3) (2 + 4t— 1) ea ae 


9 (Y + 2t) (y+ 2t+1) +m? A(A+1)— 
+ A — (vy + 2t) (v+ 2¢+1)4+ 2,2 CEE SET Ere : | altA(y2 Fie 


v2 9 
(20) + GEE OTH eae) =0, =0,41,+42,...). 


Wir schlieBen verschwindende Nenner aus, indem wir annehmen, daB » + (mod 1) ist. 


3. Die Rekursion der Entwicklungskoeffizienten. Fir y = 0 nimmt die Rekursion 
die einfache Gestalt [A —(y + 2t) (vy + 2t+ 1)] oy 1 = = 0 an. Damit eine nicht- 
triviale Lésung existiert, muB A = (vy + 2to) (v + 2to + 1) mit irgendeiner ganzen 
Zahl to sein. Daraus folgt, daB der bisher verfiigbare Parameter y nicht frei, sondern 
durch A weitgehend bestimmt ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir 
A = v(v + 1) fir y? = 0 setzen. 

Fir y2 16 0 bricht die Folge der of 3, nicht nach links ab, wenn wir die triviale 
Loésung a op = 0 fir alle ¢ ausschlieBen. Es gilt fiir jede nichttriviale Lésung von (20) 


¢ X2t-2 4 
(21) 8 Se Pier eee 
aoe y 
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oder 


X2¢-2 ye % 
(22) Tae Gay fiirt + — oo. 
Wir verstehen im folgenden unter oh (y2) die bis auf einen Faktor bestimmte 
_ Lésung von (20) mit dem infinitéren Verhalten (22) 
Ist y + 0 und ist fiir kein ¢ 


(23) ° y= —2itp+a+i1 oder »v=—2t+yu—-A/, 


so bricht keine Lésung von (20) nach rechts ab. Es gilt dann fiir jede nichttriviale 
_ Lésung 


: 2 
(24) ae eerie a firt > + 00 
oder 
2 ? 
(25) TELE sig ale fe SR yo gy 


a2¢ y? 


Wir legen der durch das Verhalten (22) bestimmten Lésung noch die Bedingung (24) 
oder in den Fallen (23) die Bedingung des Abbrechens auf. Damit erzwingen wir einen 
Zusammenhang zwischen y und A. Wir denken uns im folgenden y vorgegeben und 
A = A’*(y2) durch diese Bedingung und durch A“*(0) = »(v + 1) bestimmt. 

Man kann aus (20) in bekannter Weise eine Kettenbruchgleichung fiir A gewinnen, 

die im allgemeinen zwei unendliche Kettenbriiche enthalt. Sie sind wegen (22) und (24) 
bzw. (23) konvergent. Diese Gleichung la8t sich in einer Umgebung von y? = 0 nach 
At*(y2) als konvergente Potenzreihe in y? auflésen. Durch analytische Fortsetzung 
mit geeigneten Verzweigungsschnitten ist dann A%’(y2) in der ganzen komplexen 
y2-Ebene eindeutig definiert. Als erste Entwicklungsglieder erhalt man 


oe +I +m? AA +1) —1 
gts? (y?) = v(y + 1) 2y? (2y — 1) (2» + 3) 2B 


1 te A) Oh eA) (0 eA 1) (oe A — 1) 
(26) ae ey (2y — 3) (2v — 1)3(2y + 1) 
— HH AtD + H—AFT OHM TAT) OP MEATA) OO: 


(2y + 1) (2v + 3)3 (2y + 5) 


Man liest aus der Kettenbruchgleichung unmittelbar ab, dab 
Ap? (2) = ABA (y2) = ASP" (v2) = APY?) 


Ferner liest man aus der Rekursion ab, daB mit «/3;(y2) auch oS? (v2), abtay* (y?) 
und nach Multiplikation mit dem Faktor 


ee) (ee er eee 


. 24 P| 2 2 2 


auch «3, _o:(y2) Lésungen derselben mit den Higenschaften (22) und (24) sind. 
Dies erlaubt uns die Verabredung 
Archiy der Mathematik XI 3 
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Ba —",A 
olds (y2) = aor (y2) = ose (v2) = 
2 A+2 +2t+yu—A+1 : 
pup (PREETI) p(2ae bees + )r(* L 1a 
a yt uta+2) ,(v—mtAt2) (vt u—Atl 
| ————_}- 2 yt 
(27) 2 2 2 
ee ey 
r( 2 : uA 2 
x (ees 51,21 (V?). 
r eet e | 
4 
-Indem wir 
; peter e tate) (steep) 
MA __ 92t 2 2 ald ( 2) 
(28) Oy,or (Y?) = 2 27 


jy bane ea oaaiod 9) pam arene) be 
2 ieee 


setzen, bringen wir die Rekursion (20) in eine symmetrische Form 


{ 


ARCH. MATH. 


? 


gs ow tage tho’ 


get Ain Mendes Dry See aaa 5) ee 


(2y + 4t — 3) (2v + 4¢—1) 
(vy + 26) (y+ 2¢+1) +w?—AA+1)—1 
e+ 4t—1) (v4 4t43)0 
gMt2t+u—A+I1) (y+ 2t+utAt2) ya 


+ [A—(y +28) (+ 2t41) +272 
(29) 


Geos (y?) + 


(2v + 4¢ + 3) 2» + 4+ 5) 


“ Py A 
mit an 1-2 (yejs= ay'21(Y?) . 


Es gilt al} (py?) = 0, wenn 


(30) y+ 2b p—AS— 1, —3, —5, 
oder wenn 

(31) y+ 2¢+ utdA= —2, —4, —6,... 
oder wenn 

(32) 7 pot i es od 

oder wenn 

(33) ve 2b — uA = 1,836) 0). 


In den ersten beiden Fallen bricht die Folge der as ’3, nach links, in den anderen beiden 


Fallen nach rechts ab. 


4. Spezielle Reihenentwicklungen. Mit dem oben entwickelten Koeffizientensatz 
at? (v2) ist die Reihe (18) fiir | one v2 —1 | < |r/a| absolut und gleichmaBig kon- 


und 


und 


und 


und 


ay '5t42(y?) = 0 


ve bhi Oba 
ot wc Ae 2 Sdn ae 


V+ wtA =0, 254, 2.5, 
y+ u—Ax =o Oy eee 


y—u+A=—2;,—4,—6,..., 
v= pb — A183, 5,0 ow, 


yy ST Se ae 
y= bb dA #0; 24205: 


Jai?) + 


' 


vergent. Dies folgt aus dem Koeffizientenverhalten (22) und (24), aus dem bekannten 


Verhalten der Funktionen p?., (kr) fiir t > --eo und aus dem infinitaéren Verhalten 


‘Vol. XI, 1960 Eine Verallgemeinerung der Spharoidfunktionen 35 


der Funktionen ge 21(v) fiir t + co, welches man mittels der Satze von KREUSER®) 
aus den Rekursionen (9), (10) in der vorhergehenden Notiz2) ablesen kann. 

Bevor wir den Wert der Reihe (18) angeben, bemerken wir, daB (13) fiir A — fale *(42) 
zwei linear unabhangige Lésungen mit dem asymptotischen Verhalten 


(34 HA(3) Ase) 
(34) S; (53 y) ~ Tee (—a <argé <2z), 
a Primal 
; Pt yo— 
(35) Sp (Es 7) ~ See ( 2 (—20 < argé <2) 
besitzt. Wir definieren zwei weitere Lésungen durch 
(36) oO) 5) = 86° sy) £88" 5). 
Man erkennt sofort, daB 
(37) Bye Abs) ey (Ex) Seo (Esty) os Gf = 2,8, 4), 
a Se vee We 
(38) grr) ies ye ts) sey), 


Die Reihe (18) stellt, als Funktion von é betrachtet, eine Linearkombination von 
zwei linear unabhangigen dieser Lésungen dar. Um zu erfahren, um welche Linear- 
-kombination es sich handelt, untersuchen wir die Reihensumme in (18) fiir festes 7 mit 
€ —> oo. Nach (19) wird somit 7 — &, v — 7. Man darf dann nach ME1IxneEr®) die Funk- 
tionen yp» (kr) durch ihre asymptotische Darstellung ersetzen und erhalt ftir die 
Reihensumme 


~ wr (v8) De (—1)t ads, (y2) Gero s(n) - 


Das asymptotische Morkolish von y,(yé) ist aber gleich dem von 8S") (E; y) 
(j = 1, 2, 3,4). Somit erhalten wir fiir |v + \ —1| <|r/a| oder in &,y aus- 
gedriickt, fir | Ey Ve@ — 1) (n? — 1)| > 1, falls der dadurch gekennzeichnete 
Bereich unbeschrankte Werte von & enthalt, 


(39) SLO (Es y) ph De oh (y2) ye) olker) Qeioe(v). 


Aus Symmetriegriinden geniigt auch die mit dieser Gleichung definierte Funktion 
ps’ (7; y?) der Differentialgleichung (13); 7 und v sind ja symmetrische Funktionen 
von é, 7. Damit sind also vier verallgemeinerte Spharoidfunktionen 


u,A 


pat? (ns 92) = Osh" (ns), Pay? (nsy®), Ba (ns y?), FS" (ns 7?) 
definiert, wenn fiir 9 der Reihe nach Q, P, p, r gesetzt wird. Sie besitzen die Reihen- 


5) P. Kreuser, Uber das Verhalten der Integrale homogener linearer Differenzengleichungen im 


Unendlichen. Diss. Tiibingen, Borna-Leipzig 1914. 
6) J, Murxner, Uber das asymptotische Verhalten von Funktionen, die durch Reihen nach 


Zylinderfunktionen dargestellt werden. Math. Nachrichten 3, 9 (1949). 
: f a 
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° entwicklung 
Bee. (40) Bae (ns y?) = Dy (— Vt osran (7?) Privae(m) - : 
cnt t=-oco : Hi . : 

Man iiberzeugt sich leicht, da8 sie in jedem Fall fiir alle endlichen 7 + 0, + 1 abso of 
4 und gleichmaBig konvergiert. ; : 
“vse Setzt man in (40) @ = p und macht den Grenziibergang v + 1, so entsteht die fiir 
. |€| > 1 absolut und gleichmaBig konvergente Entwicklung : 
4 | ; 
4 (AL) PSO? (Es Alt (ye) en (Ee Le > abe (y?) Roly) (j =1,2,3,4) 7 
‘3 ' mit der Abkiirzung ‘ 
pee, (42) Ay" (y®) = 3 (Vt ager (y*) - ; 
i rs: 
2) Eine ahnliche Entwicklung erhalt man mit ¢ = 7 und v + 0., Der Parameter wird 
i . auch charakteristischer Exponent genannt. Die Lésungen S* AD (Es y) und Oss (E; yy) 
3 multiplizieren sich beide bei einem halben Umlauf um z = 0 mit dem gleichen Faktor 
e exp (iva); sie sind daher zueinander proportional. 
; 5. Besondere Werte der Parameter. Ist die Abbrechbedingung (30) nach links. 


y=—wu+A+2s41 mit s=—0, 1,2,..., erfiillt, so konvergiert die Reihe (41) fiir 
Me j = 1 auch noch innerhalb des Einheitskreises héchstens mit Ausnahme der Pape 
: € = 0, + 1. Indem man rechts den Term k = —s mit der niedrigsten Potenz in & 


‘ty herausgreift, erhalt man fiir > +70 


(43) (SED Es y) ALA (yp?) awe Fital? qin’ (y2) Bi ( 2 


A-w+1 EA+1 
¥,—v—U+A+1 D) 9 


DP (A— w+ 5/2) * 
Analog erhalt man fiir die linke Abbrechbedingung » = — u — 2+ 2s mit s = 0,1, 
2,...,.und €>+710 
AD) (e. Hr 90) 2 Fimul2 phd 2 Vx NOE N  o A AT We ete 
(44) oi 4 (€; y) Ay (y ) weE uM Ay -y—p-A (y ) 9 (~) Taek —h +3/2) : 
Die nachsten Glieder sind von der Ordnung &*+3 baw. &*+2, Man erkennt durch Ver- 
gleich mit (40) und (11), daB SM" (é; y) in den beiden Fallen mit rs‘7(E; y2) baw. 
peel (g. y?) proportional ist und kann den Proportionalitatsfaktor leicht angeben. 
Wir betrachten nun den Fall, daB » — w+A+2s+ 1 mit s =0,1,2,.... Dann 
reduziert sich, wie man unmittelbar mit den Darstellungen (10) und (11) fiir Dy" (n). 


und 7,’°*(y) bestitigen kann, die Reihendarstellung (40) mit oberem Index — 
an Stelle von uw auf ; : 


(45) P5ta42041(75 72) = > 


t=-8 


ee ee ee eS ee 


MA ~—p,Aa 
(aol) Hu+A+28+1,2t (y?) PutatQe+2t+1 () , 


wenn eine der Funktionen oder 7 bedeutet/ Weiter ist in diesem Fall } = 7, also 
auch ps = rs. Ferner sind die hypergeometrischen Funktionen in (10) und (11) dann 
die Jacobischen Polynome, also insbesondere fiir v = 1 bzw. v = 0 endlich. Damit 


es ie WT. = vee Sa pe oa Cae § vu /, is) 
eas - J 


on 
3 
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ergibt sich, daB das Verhalten von 7s," ,.2541(; 2) fiir 7 >1 baw. 7 +0 durch die 
Faktoren (1 — 72)? baw. 7’*! bestimmt ist. Solche Entwicklungen nach Jacobi- 
-schen Polynomen hat kiirzlich auch PaLERo’”) gegeben. 


Die Funktionen Dies +25+1(), $= 0,1,2, ..., sind orthogonal tiber dem Intervall 


=< ” < 1 mit der Belegungsfunktion 1, wenn Re A > — - und Re w > — 1 ist. Das- 


selbe gilt, wie man aus der Differentialgleichung und dem Verhalten bei 7 = 0, 1 schlieBt, 


auch fiir die Funktionen PSie 4 +2541(); v2) mit denselben Einschrankungen fiir A 
und yw. Sind 4 und y insbesondere reell, A > — 3, w > —1, so sind die Orthogonal- 


3 oe) ‘ : ~_4 . 
funktionen ,'’442511(7) ebenso wie die psrs 429+1(y; v2) reell und besitzen s_ 


-einfache Nullstellen im Intervall 0 < v <1. 
Ist insbesondere 4 = m = 0, 1, 2, ..., so erhalt man 


(46) Pome a+2e¢i1()s V2) = (—1)™ psneayeesilns Y) - 
6; Asymptotik fiir groBe reelle y. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daB es 


Lésungen der Differentialgleichung (13) gibt, die gleichzeitig bei 7 = 0 das Verhalten 


n+ und bei 7 = 1 das Verhalten (1 — 72)? mit vorgegebenen reellen Werten 
A> — 3 und 4 > —1 besitzen. Diese sind die Orthogonalfunktionen PSit) 4 42941(93 72) 


mit s = 0,1,2,.... Wir wollen nun diese Lésungen in 0 < 7 <1 fir groBe positive 


und negative Warte von y2 untersuchen. 
Spalten wir zunachst den Faktor 7**1(1 — 7?) ab, 


(47) Y(n) = 11 — 2)? X(n) , 


so ist die Funktion X (n) in 7 = 0 und 7 = 1 endlich und von Null verschieden. Wir 
betrachten erst den Fall y2 > + co und nehmen y positiv an. Die Substitution 


a= yn®, X(n) = eV? y (x) = 7? X (x) , 


48 
°°) A+y2— (WAL D(H tAE2) — 2743) =4yN 


‘fihrt dann auf die Differentialgleichung 


(49) 


x \ d?y | 3 5 x xu?| dy 
abs) rd —rarre dee sits 


fers 5 


y= 0. 


‘Setzt man formal 1/7 = 0, so ist dies die Differentialgleichung der konfluenten hyper- 
-geometrischen Funktionen mit der Lésung F(—N; A+ 3; x). Man fone zeigen, daB 
sie fir N = s = 0,1,2,..., eine Approximation der Peeuewen ps ie a eee y) 
gibt (beztiglich der Methode siche MEIXNER- SoHAFKE3), S.240ff.). Ferner folgt mit (48) 


(50) Mgt ogi (72) = —y? + 2 (A + 3+ 28) + O(1). 


7) B. R. S. PatEero, Sobre la ecuacion Diferencial 
dy , [ao +aycos2% — m(m— 1) n(n — 1) 


— y=O. 
da? bo -- bi cos 2% sen2 x cos? a y 


Mem. de Matem. Inst. “Jorge Juan”, Cons. Sup. Inverst. Cient. Madrid (1956). 
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t 


Um die Approximation zu verbessern, setzen wir i 


(51) (x) = Db: ) Pls — 85 A 4: 2) 
t 
und versuchen die Koeffizienten b;(y) so zu bestimmen, daB 
1 
(52) bb >O (+8), bs —>1 und v=s+o0(—). 


Nach formalem Einsetzen von (51) in die Differentialgleichung (49) lassen sich unter 
Verwendung der: Differentialgleichung fiir die konfluente hypergeometrische Funktion 
F(a; 8; x) | 


a2F dF . 
ta + (¢~2) 7 —aF=0. 


und der Rekursionen 


dF (a; c; x) 
z dx 


xF(a;c;x) = (¢ —2a) F(a;c;x) + (a—c) F(a—13;c;2) + aF(a+ 1;¢; 2) 


= —aF(a;¢;x)+aF(a+1;c;2), 


die zweite und erste Ableitung der konfluenten hypergeometrischen Funktionen, 
sowie die Faktoren x und 2? beseitigen. Durch Verschieben des Summationsindex 
erhalt man ahnlich wie in Abschnitt 2 ein Rekursionssystem fiir die Koeffizienten by: 


(s+t+2)(s +t+ 1) by. —2u(s +t+ 1). 4+ 
+[—4yN + 4(s + thy — 2(8 + #) (A+ 3)— 2(8 + £)2] bg + 
F2A+s+t+ 3) mba t+ (Ats+t—)(A+s+t+4b.=0 
(t= 07-21, 3-2, oe 


(53) 


Die Bedingung n (52) lassen sich formal mit den Ansatzen 
bo = 1, -2yby=—(14+ 84+ 3) w+ O(l/y), 2yb4= —ps + O(Vy); 
(54) | 8ybg= —(A+s+4)(A4+5+5)+O0(I/y), 8yb2—s(s—1)+O(1/y), 
bs = O(y-2) fir t= +43, +44,..., 


(55) 4yN = 4ys—(2u+ 445) (a+ $)—s@a4 3) — 2s2 4 : - Jove 


erfiillen. Dann entsteht fiir den ,.Eigenwert“ ne a+2s+1(y?) die asymptotische Dar- 
stellung 


| 2 
A=—y¥+qy+yL+M—%— gi [q? —4L —32M] — 


(56) l 
~ Tord 2 at + 128(4.L — 3q%) M — 842(3L — 2) + 1622] + O(1]y3). 


Hierin ist der Ubersichtlichkeit halber gesetzt 
(57) q = 2(A+- 2a 8) (sO 192), L=M+iA—8) M=p?—}. 


Fur L = —? geht (56) in die bekannte asymptotische Darstellung im Fall der 
Spharoidfunktionen iiber. ; 
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Der Fall y? — —co bedarf keiner besonderen Untersuchung. Er la8t sich wegen (17) 
auf den soeben behandelten Fall zuriickfihren. Sei nay —y*2 und y* — -+-oo. Der 
_ Higenwert A seinun A* genannt. Dann wird 


(58) — Wi (n) = 771 (LV — 92h? ev DE Soe F(—s —t;u+1;y*(1 — 72). 


t=—s 


z Die 6 gehen aus den 6; durch die Ersetzung w —>/-+ 4, A— mw — § hervor. Der 
_Eigenwert A*(— y*?) lift sich durch die Entwicklung in (56) tiber 


(59) A*(—y*2) = A(y*2) + y? 


| (man ersetzt also in (56) tiberall y durch y*) ausdriicken, wobei aber g, L und M jetzt 
die neue Bedeutung 


(60) (= 2 (we 25b1) ee MAT) 
_ haben. 


Fir Unterstiitzung bei dieser Arbeit will A.L. der John Simon Guggenheim 
- Foundation herzlichen Dank sagen. 


‘ 
Eingegangen am 10. 8. 1959 
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On the Singularities of an Analytic Function tat Values 
in a Banach Space*) 


By Hetmut Scuaerrer in Pullman, Wash. 


A convex cone (of vertex 0) in a real or complex vector space H is ‘a subset K c EF 
which is invariant under addition and homothetic maps of positive ratio, i.e., which 
is such that K + Kc K and AKc K (A> 0). If E is a normed space, a convex 
cone K is normal in £ if there is a real norm 2 > ||x||, generating the topology of H, 
such that 


[z+yl] =lyll 


for all x, ye K. The notion of normal cone plays a basic réle in the theory of partially 


ordered locally convex spaces [3], [4]. We shall show here that it is also the appro- — 
_ priate concept to extend and generalize to analytic functions with values in a Banach ~ 


space, the following theorem due to PRINGSHEIM: 


Theorem. Let f(z) > Anz”, g ==} Re (an)z” both have radius of convergence 1, 
n=0 


‘ 
: 
f 
t 
; 
4 
, 
4 
i 
7 
7 
: 
' 
; 


4 
1 
: 


and let Re(an) = 0 (n se 0). Then z=lisa singular point of the analytic function — 


2—>f(z). 
For the short proof, we refer the reader to LANDAU [2], § 17. We shall also need 
the following lemma, H’ denoting the topological dual of 2. 


Lemma. Let E be a complex normed space, K a normal cone in E, and K' the set of 
continuous linear forms on E whose real parts are =>0 on K. Then EH’ = K' — K’. 

The corresponding theorem for real normed spaces, with K’ the set of continuous 
linear forms =0 on K, was first proved by Krern and GrosBere [1]. For the com- 
plex case, see [4], § 6. 


1. We shall prove this theorem, K denoting a convex cone in a complex Banach 
space £. 


Theorem 1. Let K be normal in E. If f(z) = » Anz” has radius of convergence 1, 


n=0 
and if an €K for all n, then z = 1 is a singular point of the analytic function, with 
values in EH, represented by f(z). If, in addition, 2 =1 is a pole of f of order k, then 
every other pole of f on |z| = 1 is of an order <k. 


*) This work was sponsored by the Office of Ordnance Research, U.S. Army. 
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Proof. Let uw be any continuous linear form on E. Then x —> Re u(w) and 2 > 
_ —> Im w(x) are real continuous linear forms on EH, and we have 


ulf (z)] = Die (Qn) 2% = » Re w(an) 2" + i>! Im w(an)2" . 
n= n=0 n=0 


- Denote by ry, Ou, %y in this order the radii of convergence of the three power series 
in the preceding equation. We have the relations 


(1) ; furs inf (04, ox) (we HE’) 
and 
(2) 1 =inf{r,:uek’}. 


It is clear that in (2), EZ’ may be replaced by any subset whose linear hull is Oe 
_ hence in particular by K’ since E’ = K’ — K’ by the above lemma. From (1) and (2) 
it follows that either a) there is a sequence {uy} cH’ such that Qu, — 1 and Ou, 
Sox, for all n, or else b) there is a sequence {vp} c H’ such that oy, > 1 and oy, 
= 0», for all n. Assume first that a) takes place. Then because of B’ — K’ — K' 
we may assume that {u,} Cc K’ and the assumptions of the Pringsheim theorem are 
_ satisfied since oy, =u, by (1). It follows that every r,,.is a singular point of 
_2-> f(z) and because of ry, > 1, it follows that z = 1 is singular for f: If alternative 
b) holds, consider the function z — if(z) instead of f so that 0, and o,, are inter- 
changed. The coefficients of if are in iK, and iK is a normal cone if K is because 
x -—> ia is a topological automorphism of H. Hence we arrive at our previous con- 
clusion for z — if(z), thus completing the first part of the proof. 
Now suppose that the singularity of f whose existence at z = 1 has just been 
established, is a pole of order k. Letting z= |z| e’°, f(z) may be decomposed into 
four terms, 


= 
< 


f(z) = f(z) — fale) + tUfs(2) — fal2)] 

such that f;(z) = >») 94, non |z|" and 0 S oj,n(0) <1 (Gj =1,...,4; » 2 0)1). Now 
n=0 

_ we obtain for jz) <1 


with respect to the order structure defined on E a a<ymy—xeK; since K 
is normal, this implies | f;(z)|| S |/f({z|) |, 7 =1,--..4, for all |z| <1 ent some 
real norm generating the topology of #. Hence ie zo +1 is a pole of f on aes aay 3 
its order is <k. 


2. We proceed to give some applications of the preceding theorem. 

Let A be a complex Banach algebra with unit element. If ae A, the spectral 
radius 7 (a) is the maximum modulus of the points (complex numbers) in the spectrum 
of a. It is well known that r= lim ||a”||1/". If Cis a subset of A, the cone spanned 

n—co 


1) Set o1,n = sup {0,cosn gy}, %2,n ouP {05 cone) , (n= 0). 
o3,n = sup {0, sinn gp}, %4,n = sup {0, — sin n 9} 


pba) Piha’ ws a a Ri ee elas 4A Oe 
<a yay ut iy: 
> 
- 
‘ 
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by C is the smallest convex cone (of vertex 0) in the underlying B-space contain- 
ing C. With this notation, we obtain 


Theorem 2. If ac A and the cone spanned by the set {a”: n = O} is normal (in the — 
underlying B-space), then r(a) is in the spectrum of a. If, moreover, r (a) is a pole of — 
order k of the resolvent R, of a, every other pole of R, on |A| = r(a) 28 of order <k. 


Proof. If r(a)=0, the result is immediate. If r(a) > 0, it suffices to apply th. 1 to 
By = >»: am unr, . } 
n=0 


the latter representation of the resolvent being valid for |u| < [r(a)]~!. A special 
case of th. 2 is the following 


Corollary. Let E be a complex Banach space, K a cone in E which is normal and — 
such that K' is a normal cone in the (strong) dual E’. If T is a bounded operator on E 
with T(K) cK, th.2 applies to T as an element of the B-algebra of bounded endo- 
morphisms of 2). . 


The proof of this corollary rests on the fact that under the assumptions made 
on K, the set of bounded operators on # with 7'() c K is a normal cone in the 
space of continuous endomorphisms of H. For this, see [4], § 11 or [5], Lemma 3. 

If E is the complex plane, it is readily verified that a normal cone in £ is a sector, 
vertex at 0, and of central angle <a. Hence | 


Theorem 3. Let f(z) = ye anz™ have radius of convergence 1, and assume that the 
n=0 
set {an} of coefficients is contained in a sector, vertex at 0 and of central angle <x, of 
the complex plane. Then the analytic function represented by f(z) is singular at z = 1, 
and if 1 is a pole of f of order k, there is no pole of f on |z| = 1 of order >k., 


We observe that th. 3 is not-a special case of the Pringsheim theorem or con- 
versely. The assumption “Re (ay) = 0” amounts in essence to requiring only that 


the set of coefficients be contained in a semi-plane. On the other hand, cae Re (an)2” 
n=0 
has radius of convergence 1”’ is an additional hypothesis not needed in th. 3. Further, 


the assumptions of the Pringsheim theorem are not sufficient for the second part 
of th. 3 to hold as this example shows. 
Le z — f(z) be the rational function given by 


1 a 
Ch 


f has a pole of order 1 at z =1 and poles of order 2 at z = -+ i. If Ss Anz” is the 
Ne n=0 

*) The fact that under the conditions stated on K, r(T) is in the spectrum of 7’, was 
proved earlier by Bonsatu (cf. [4], § 11) 
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expansion of f about 0, it is found that 


dan =1+(—1)"®(n+1)t, 


m= (ye 
dent = 1 ies) 


Thus dnz” satisfies the assumptions of the Pringsheim theorem but not the 
n=0 
conclusion of th. 3. 
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OS nip ete eT ag eke Saban 


fi Uber die Fortsetzung holomorpher Abbildungen 


Von Hans Kerner in Miinchen 


In der Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlichen kennt man Kriterien 
dafiir, daB alle in einem Gebiet G holomorphen Funktionen f : G — C1 in ein gréBeres 
Gebiet G’ fortsetzbar sind. Man kann nun an Stelle der Funktionen, also der Ab- 
bildungen in die komplexe Ebene C!, holomorphe Abbildungen in einen komplexen 
Raum Y betrachten und die Frage stellen, ob die oben erwahnten Kriterien auch 
Aussagen tiber die Fortsetzbarkeit holomorpher Abbildungen t : G — Y liefern. LaBt — 
man jedoch als Bildraum an Stelle der komplexen Ebene C! einen beliebigen kom- — 
plexen Raum Y zu, so darf man keine allgemeinen Aussagen tiber die Fortsetzbarkeit 
einer holomorphen Abbildung 1 : G — Y erwarten. Wahlt man etwa als Gebiet @ ein 


ee a ee ee 


yee Nichtholomorphiegebiet und als Bildraum Y = G, so sind alle in G ho!omorphen 
{ % Funktionen in ein gréBeres Gebiet G’ fortsetzbar, dagegen ist die identische Abbildung — 
. u: GG sicher nicht nach G’ fortsetzbar zu einer holomorphen Abbildung ¢’ : G’ > G. 
ae Wenn man dagegen als Bildraum an Stelle der komplexen Ebene C! einen beliebigen 
ee holomorph-vollstindigen komplexen Raum Y zulé8t, so kann man unter Benutzung — 


von Satzen von R. Remmert [5] zeigen: Sind alle holomorphen Funktionen fortsetz- 
bar, so ist es auch jede holomorphe Abbildung in einen holomorph-vollstandigen — 
: komplexen Raum (Satz 2). 

ay 7 Man kann jedem unverzweigten Riemannschen Gebiet G ein maximales Gebiet H (@) 

oe zuordnen, in das alle in G holomorphen Funktionen fortsetzbar sind. H (@) heiBt die 

Y Holomorphiehiille!) von G. Nach einem Satz von K. Oxa ist H(G) holomorph- 
vollstandig. Damit folgt: Sind G, und Gz unverzweigte Riemannsche Gebiete, so 
induziert jede holomorphe Abbildung 1t:G,-—>G2 eine holomorphe Abbildung — 
t : H(G) > H (Ge) (Satz 4). 

Fir den Spezialfall, daB zt eine lokaltopologische Abbildung von G, in Go ist, 
wurde die Existenz der Abbildung 7: H (G1) —>.H (G2) bereits 1932 von H. Cartan 
und P. 'THULLEN ({3], [2]) bewiesen. In diesem Falle ergibt sich, daB dann auch T 
lokal-topologisch ist. 

Wir wollen hier das entsprechende Problem fiir eigentliche Abbildungen behandeln: 
\ Ks sei t: Gi, —> Gz eine eigentliche holomorphe Abbildung. Ist dann auch 


t: H(G4) —> H (G2) 


eigentlich ? Wenn t nur eine Abbildung in @o ist, lassen sich einfache Gegenbeispiele 


1) Zum Begriff der Holomorphiehiille eines unverzweigten Biemanneshen Gebietes vgl. [1], [2], 


[3], [10]. 
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angeben?). Es gilt jedoch: Ist 1: G, > Go eigentlich und surjektiv, dann ist auch 
t: H(G) + H(G2) eine eigentliche surjektive Abbildung (Satz 5). Jede endlich- 
blattrige analytisch-verzweigte Uberlagerung Riemannscher Gebicte ist also fortsetz- 
_ bar zur Uberlagerung ihrer Holomorphiehiillen. 

Die Untersuchung eigentlicher Abbildungen liefert noch eine weitere Aussage: Bei 
_ einer eigentlichen holomorphen Abbildung ist das Bild eines holomorph-konvexen 
_ komplexen Raumes wieder holomorph-konvex (Satz 7). 


1. Fortsetzbarkeit holomorpher Abbildungen. 


_ 1.1. Wir betrachten nur zusammenhangende normale komplexe Raume?). Die in 

einem komplexen Raum X holomorphen Funktionen bilden einen Integritatsring, 
den wir mit {i(X) bezeichnen. Jede holomorphe Abbildung +: X -> Y eines kom- 
_plexen Raumes X in einen komplexen Raum Y induziert einen Homomorphismus 
*7: h(Y) > R(X), wenn man definiert: *z(f): =f 7 fiir fe R(Y). Wir stellen die 
_ Frage, ob unter gewissen Voraussetzungen jeder Homomorphismus von %t(Y) in 
i(X) durch eine holomorphe Abbildung von X in Y induziert wird. 

R. Remmert hat folgenden tiefliegenden Satz bewiesen*): Zwei holomorph-voll- 
standige komplexe Raume X und Y, deren Ringe }t(X) und K(Y) isomorph sind, 
sind analytisch aquivalent. . 

Eine Verallgemeinerung dieser Aussage ist 


Satz 1. Hs seren X und Y komplexe Réume, C der Kérper der komplexen Zahlen; Y sea 
holomorph-vollstindig. *t : K(Y) > R(X) sei ein Homomorphismus von K(Y) in R(X) 
und fiir jedes cE C gelte *t(c) = c. Dann existiert genau eine holomorphe Abbildung 
t: X > Y, sodaB fiir jedes f Ee R(V) gilt: *c(f) = fo t. 


Beweis. Es sei Y die Menge aller Ideale a in hi(Y) mit der Higenschaft: #(Y)/a = 
= C. In ¥ werde eine Topologie eingefiihrt durch die Festsetzung: Kine Folge a, € ¥ 
konvergiert genau dann gegen einen Punkt ae iG , wenn fiir jedes f € (VY) die Folge 
_ komplexer Zahlen f/a, gegen f/a konvergiert. R. ReEmMMERT hat bewiesen, daB es dann 
~ eine topologische Abbildung #: Y — Y von Y auf Y gibt®). Die Abbildung @ ist 
dabei folgendermaBen erklart: #(y), y € Y, ist das Ideal aller Funktionen g € Rt(Y) 
mit g(y) = 0. 

Ist x ein beliebiger Punkt von X, so werde durch Az (g) : = *t(g) (x), gE R(Y), ein 
~ Homomorphismus J, von Rt(Y) in C definiert. Fiir ce C ist Az(c) = *r(c)(x) =. 


=1 
Daher ist 2, ein Homomorphismus von Rt(Y) auf C. Der Kern Az (0) = : gz ist das 
- Ideal aller Funktionen g € It(Y), fiir die gilt: *r(g) (x) = 0. Es ist R(Y)/ga = C, also 
ist gzé€ Y. Die Zuordnung 7(x) := gz ist somit eine Abbildung von X in Y. Wir 
zeigen, daB 7 stetig ist. Es sei x, € X, x ¢ X und lim a, = a. Dann ist t(x,) = gz, und 


2) Hg sei etwa G1: = {w:|w| <1}, Ge: = {(a1, 22): |z1| <2, |22| <2} —{1 S|a1| <2, |z|S1}, 
t(w) : = (w, 0). t: G1 > Ge ist eigentlich. Dagegen ist H (G1) = G1, H (G2) = {\21| <2, |za| < 2}, 
also ist t : H (G1) > H (G2) nicht eigentlich. Fae 

3) Zur Definition des (normalen) komplexen Raumes vel. [7], [2], [4]. Nach [4], Satz 33, ist die 
Definition des komplexen Raumes von H. Brunxe und K. Srey mit der Definition von H.Carran 
aquivalent. 4) Vgl. R. REMMERT [5]. 5) Vel. [5]. 


/ 
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fiir jedes fe R(Y) gilt: f/gz, = Az, (f) = *r(f)(«,). Die Funktion *r(f) © R(X) ist in © 
X holomorph, also auch stetig. Daher gilt lim f/qz, = lim (*t(f)) (%,) = *t(f) (lim x,) = 
= *r(f)(«) = f/g2. Nach Definition der Topologie in Y bedeutet das: lim Gay = Gx 
oder lim T(a,) = = T(x). Damit ist gezeigt, daB t: X + Y stetig ist. Also ist auch ~ 
t:= 01.7%: X + Y eine stetige Abbildung. Fiir jede in Y holomorphe Funktion — 
fER(Y) gilt: fot (xz) = fod +o t(x) = f[gz = Aalf) = *t(f)(w), EX. *r(f) € R(X) 
ist in X holomorph. ge einem ay von R. RemmeErt ((6], Satz At) folgt, daB dann_ 
auch t holomorph ist. Daher ist 7 eine gesuchte Abbildung. 

Es sei nun tT, ; X — Y eine weitere holomorphe Abbildung mit f . t1 = *t(f) =foT © 
fiir alle f € R(Y). Wir nehmen an, es existiere ein Punkt x € X mit 11(x) + T(x). Dann © 
gibt es, weil Y holomorph-separabel ist, ein f € R(Y), so daB gilt: fo t1(%) + fo T(z); 
dies widerspricht der Voraussetzung fo tT] = f . t. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Aus Satz 1 folgt: 


Satz 2. Hs seien X1 und Xz komplexe Riéiume und y : X1 > X2 eine holomorphe Ab- — 
bildung von X1 in Xg. Zu jeder in X1 holomorphen Funktion f; : X1 — C1 ewistiere genau 
eine in X2 holomorphe Funktion fz: X2— C1 mit fi = foo p. Dann emistiert zu jeder 
holomorphen Abbildung t1:X1—> Y von X, in einen holomorph-vollsténdigen kom- 
plexen Raum Y genau eine holomorphe Abbildung tz: X2—>Y, so dap gilt: t1 = T2 0 p. 


Beweis. Nach Voraussetzung ist *p : }t(X2) > (Xi) ein Isomorphismus von 
R(Xe) auf R(X1). Zu dem Homomorphismus *g-! . *t,: W(Y) > R(Xeg) existiert 
nach Satz1 eine holomorphe Abbildung tg:X2—-Y mit fot2 = *p-lo *t1(f), 
feR(Y). Es ist also *p(f . t2) = *t1(f) oder fot20g = fot. Weil Y holomorph- 
separabel ist, folgt daraus t2 0p = 71. 


1.2. Als Spezialfall von Satz 2 erhalt man 


Satz 3. Jede holomorphe Abbildung t:G—> Y eines unverzweigten Riemannschen 
Gebietes G in einen holomorph-vollstindigen komplexen Raum Y ist in die Holomorphie- 
hiille H (G) fortsetzbar. 


Satz 4. Hs seien G und Gg unverzweigte Riemannsche Gebiete, H (G1) und H (G2) thre 
Holomorphiehiillen, yi, i = 1, 2, die Abbildungen von Gy in H(G;). Dann existiert zu 
jeder holomorphen Abbildung t : Gy > Gz genau eine holomorphe Abbildung t : H (G1) > 
> H (G2) mit der Eigenschaft: To p1 = ~2 oT. 


Beweis, H (G2) ist nach K. Oxa holomorph-vollstandig. Nach Satz 3 gibt es daher 


zu der Abbildung yp » t : G > H (G2) genau eine holomorphe Abbildung 7 : H (G1) > 
—> H (G2) mit To yi = P20T. 


2. Kigentliche Abbildungen. 
2.1. Wir bendtigen zuerst einige Hilfssatze, die eine Charakterisierung der eigent- 
lichen holomorphen Abbildungen durch Eigenschaften der Ringe holomorpher Funk- 


tionen liefern. 


Hilfssatz 1. Hs sei tr: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung eines komplexen 
Raumes X auf einen komplexen Raum Y. Dann ist R(X) algebraisch diber R(Y) vermdge 
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t, d. h. zu jeder Funktion f © R(X) gibt es Funktionen c,e R(Y),o =1,...,8 (s natiir- 
liche Zahl), so daB gilt : 


f° (x) + ¢1(t (w)) + fs¥ (x) + +++ + s(t (x)) =0, weX. 


_ Beweis. Aus Satzen tiber analytische Zerlegungen (vel. [7], [8], [9]) ergibt sich, 

da8 zu der Abbildung t: X —> Y eine komplexe Basis (to, X 1) existiert. Dabei ist X, 
ein komplexer Raum und 1 eine surjektive holomorphe Abbildung von X auf X, mit 
folgender Eigenschaft: to ist mit + verwandt und zu jeder von t abhangigen holo- 
morphen Abbildung / : X — Z in einen komplexen Raum Z existiert eine holomorphe 
Abbildung f; : X; > Z mit / = f1 0 t. Jede Niveaumenge von Tt ist kompakt, daher 
ist jede in X holomorphe Funktion /: X — C1 von t abhangig. Daraus folgt, dak 
~R(X1) zu R(X) isomorph ist. Es gibt eine nirgends entartete eigentliche surjektive 
_holomorphe Abbildung 1, : X; — Y mit t = 17 © to. Daher ist (X1, 11, Y) eine end- 
lichblattrige analytisch-verzweigte Uberlagerung und nach einem Satz von H. GRAUERT 
und R. ReEMMERT ([4], Satz 12) ist dann #(X;) algebraisch tiber (VY) vermége 7}. 
Daher ist hi (X) algebraisch tiber Ki ( Y) vermége t. 

Hine Aussage in umgekehrter Richtung stellt der folgende Hilfssatz dar. 


__ Hilfssatz 2. Ls seien X und Y komplexe Riume, X holomorph-konvex, und t: X > Y 
eine holomorphe Abbildung von X in Y. K(X) ser algebraisch iiber R(Y) vermége ct. 
Dann ist t eine ergentliche Abbildung. 


Beweis. Hs sei K c Y kompakt. Zu jeder in X holomorphen Funktion / gibt es 
- Funktionen c, € hi( Y) mit 


f5 (x) + €1((x)) + fo (#) + ++ + s(t (a)) = 0. 


Jedes c, ist auf K beschrankt, daher ist / auf TK ) beschrankt. Weil X holomorph- 


=i 
konvex ist, folgt aus einem Satz von H. Cartan ([2], IX, théoréme 1), daB t(K) 
_kompakt ist; d. h. 7 ist eigentlich. 


2.2. Wir wenden diese Aussagen nun auf unverzweigte Riemannsche Gebiete und 
deren Holomorphiehiillen an. Es gilt: 


Satz 5. Hs seien Gy und Ge unverzweigte Riemannsche Gebiete und t : Gy > Ge eine 
eigentliche surjektive holomorphe Abbildung. Dann ist auch t: H(G1) + H(G2) eine 
eigentliche holomorphe Abbildung von H (G1) auf H (Ge). 


Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist NR (G1) algebraisch tiber 3i(Gz) vermdge t. Daher ist 
auch %(H(G)) algebraisch tiber 3t(H (G2) ) vermége t. H (G4) ist holomorph-konvex, 
also ist nach Hilfssatz 2 t eigentlich. t(H (G:)) ist nach einem Satz von R. REMMERT 
([6], Satz 23) eine analytische Menge in H (G2). Daraus folgt T(H(G)) = H (G2). 


- Satz 6. Es seien Gy und Ge unverzweigte Riemannsche Clebiete, H,:= H(G) und 
Hs: 9:= H(Ge2) ihre Holomorphiehiillen, pi: Gi > Hi, t = 1,2, die Abbildungen von Gy 
in Hy. t: G1 > G2 sei eine eigentliche surjektive holomorphe Abbildung, t: H, > He 
die durch t induzierte Abbildung. Dann wird Hy — y1(Gi) durch Tt eigentlich auf 
H 2 — p2(Ge) abgebildet und auch die Abbildung T| pi(G1) > p2 (G2) ist ergentlich. 
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| oe be : 
Beweis. Wir zeigen zuerst, da8S H, — yi(Gi) durch 9:= ='t| (Ay — o1(Gi))8 
eigentlich auf 7(Hi — i(G,)) abgebildet wird. Fir jede ase a Meee 


et 
Ket(Ai — ¢i(G@1)) ist 0 5 RV t(K) A Fee — 1(G')). Nach Satz 5 ist Z(K) kompakt; ; 


H, — 91 (G1) ist abgeschlossen. Daher ist 0 (K) kompakt, d. h. 0 ist eigentlich. 
Nun ist noch nachzuweisen: 7(H1 — g1(@1)) = Hz — y2(@2). Wegen t(g1(@1)) = ‘ 
= 2(G@z) und (Hi) = He ist t(Hy — 91(G1)) > He — y2(Ge). Um zu zeigen, dali 
t(Hi — gi(Gi)) c He — 2(Ge2) gilt, nehmen wir an, es existiere ein Punkt x9 € Hi — 
_ v1 (Ga) mit Yo := T(Zo) € Y2(@2). Es gibt eine Funktion feR(Hy), die die endliche- 


_ 


so 


Menge ar separiert. Nach Hilfssatz 1 geniigt f : = ie o gy) einer Gleichung 
Z 7 

f§ (aw) + €1 (t.(a)) * f8* (w) +o 0+ + Os (T(% x))=0, EG, CgER (Ge). 
: 

4 

7 


Diec, sind holomorph fortsetzbar zu ¢, € Xt (H2) und es gilt c, = C, o M2. Fiir 
Bolg bie ee = ES WS ~ Sekt 

%E H1(T(Yo)) = T(P2(Yo)) ist C(t (x)) = C50 Y2(t(x)) = C5 (Yo) 

und daher /*(”) + ¢1 (yo) i —1(a) + +++ + ¢s(yo) = 0, und jede Lésung der Gleichung 

ws + 61 (Yo) ws} + +++ + Cs ae = 0 kommt als Funktionswert von f in einem 


Punkt aus Plas (yo) ) vor. Die Funktion j geniigt der Gleichung 4 
js (x x) + (7 )+ fs ar at) +: -+ €s(T t(x)) =0, aeHy, ; 


—1 


und fiir ET (yo) gilt 
{5 (%) + G1 (Yo) * f8-2 (2) + +++ + Ss (Yo) = 0. 


Alle ae dieser Gleichung kommen aber bereits als Funktionswerte von f in den | 
4 7 ; 
Punkten (7 T(Yo)) “oh Daher kann fi in 2 nur einen Wert annehmen, der auch i in 


einem Punkt von By Yo) A pi(G@1) als Funktionswert auftritt. Somit separiert die 
“1 
Menge 7(yo) nicht, im Gegensatz zur Wahl von j. Damit ist ein Widerspruch her- 


gestellt und die erste Behauptung von Satz 6 bewiesen. Der zweite Teil der Aussage 
-1 
ergibt sich aus der soeben bewiesenen Tatsache, daB t(~2(G2)) = o1 (G1) ist. 


2.3. Das Beweisverfahren von Hilfssatz 2 liefert noch: 


Hilfssatz 3. Hs seien X und Y komplexe Riume, t: X > Y eine surjektive holo- 


morphe Abbildung. R(X) sei algebraisch tiber R(Y) vermége t. X sei holomorph-konvex. 
Dann ist auch Y holomorph-konvex. 


Beweis. Wir zeigen, da es zu jeder abgeschlossenen nichtkompakten Teilmenge 
N von Y eine in Y holomor phe Funktion gibt, die auf N nicht beschrankt ist. 7 ist 
stetig und surjektiv, daher ist 7 “(N ) in X abgeschlossen und nichtkompakt. Weil X 
holomorph konvex ist, gibt es eine Funktion fe R(X), die auf T(N ) nicht beschrankt 


poe aN F 
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ist. Nach Voraussetzung geniigt / einer Gleichung 


fe (2) +++ + ¢s(t(z))=0, wreX, cE R(Y). 


f ist auf T (N ) nicht beschrankt, also ist mindestens ein c, auf N nicht beschrankt. 
Aus Hilfssatz 1 und Hilfssatz 3 folgt: 


Satz 7. Ist t: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung eines holomorph-kon- 
vexen komplexen Raumes X auf einen komplexen Raum Y, so ist auch Y holomorph- 
konvex. 
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A Note concerning certain Product Spaces 


By Pur C. Curtis, Jr.*) in Los Angeles (Cal.) 


In a recent conversation with the author, WALTER RupIn made the following | 
interesting observation concerning product spaces: 

If X and Y are infinite compact Hausdorff spaces, then X x Y contains two 
disjoint open sets of type F, whose closures intersect. 

His proof is as follows: Choose a real valued continous function f defined on X 
with infinite range {(X). Let {J;} be an infinite sequence of disjoint open intervals 
each of which intersects {(X). If A; = f-1(Ji), i =1, 2,3,..., then {A;} is-a de- 
numerable collection of open F, sets in X. If {B;} is a similar collection of disjoint 
open F’, sets in Y let , 

Ve are Bs and W=(VAx By. 
i i+k 

Clearly V and W are disjoint open F, sets in X x Y, and we assert VOW + o. 
If this were false, then by the compactness of V, and the definition of the product 
topology in X x Y, there would exist finite collections of open sets {P;}, {Q;}. 


n 
4=1,2,...,n,in X and Y respectively such that (L) P; x Q; covers V and 
~ j=1 
POG Ci = Qe.  Bnted Wee Pee as 


But for some index j, P; x Q; must intersect at least two of the sets A; x B; and 
Ax x By where «+k. This implies that P; x Q; intersects A; x By. Therefore 
Pi XQ; AW + @ which is a contradiction. 

In this note we shall consider a generalization of this result to spaces considered 
by Gi~t~Man and HENRIKSEN [2], [3]. In [3] these authors define a completely 
regular space X to be an F’ space if for each f €¢ C(X), the ring of real valued con- 
tinuous functions on the space X, P(f)O.N(f) = @, where Pif) = {we X: f(z) > 0} 
and N(f) = {we X: f(x) < 0}. If X is a normal space, this condition is equivalent 
to the condition that each pair of disjoint open F’, sets of X have disjoint closures 
[4, p. 1620]. Thus Rup1n’s result may be restated in the following form. An F’ space 
is never the product of two infinite compact spaces. We shall consider this question 
here with the assumption of compactness removed. 


Specifically we ask when can the product of two completely regular spaces be an 


*) The research reported here was supported by Air Force Contract AF 49(638)153. 
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F” space. We show below that a necessary condition is that one space be a P space!) 
and the other an F’ space®). Conversely it is known [2, Corollary 5.8] that the product 
of two P spaces is a P space. Also it can be shown that the product of a P space 
_and an F’ space is an F’ space if either the P space is discrete or the F’ space is 
locally separable). One might conjecture that the product of a P space and an F’ 
Space is always an F’ space. This, however, is false as is shown by GILLMAN in [1]. 
_ Our results are as follows. 


Theorem. Let X and Y be two completely regular Hausdorff spaces. If X x Y is 
an F' space, then one component is a P space and the other is an F’ space. Conversely 
suppose X is a P space and Y is an F' space. If X is discrete or Y is locally separable, 
then X x Y is an F’ space. 


Proof. Clearly if X x Y is an F’ space, both components must be F”’ spaces. 
Suppose neither X nor Y is a P space. Then there are points x ¢ X, yo¢Y and 
functions f ¢ C(X), g ¢ C(Y) such that / and g are not constant on any neighborhood 
of xp and yo respectively. Therefore assuming {(xo) = 9(yo) = 0, we may suppose 
xo € P(f) and yo € P(g). Since f is not constant in any neighborhood of ao, for any 
real Fives A> 0 and any neighborhood U of xo, there exists x’ ¢ U satisfying 
0 < f(x’) < A. A similar statement. holds for g. Let V be any neighborhood of 
(9, Yo). Choose neighborhoods UU; of xo, yo respectively such that Ux U’c J. 
By the above remark there exist points a’, 2’’e U, y’ € U’ such that 0 < f(x 
=< g(y) <f(z’). If we define h(x, y) = f(x) —g(y), then h(x", y’) >0 -and 
h(x’, y’) < 0. Therefore (x, yo) € P(h) A N(h) and X x Y is not an F’ space. 
Conversely it is clear that the product of a discrete space and an F’ space is an F’ 
space. Therefore assume X is a P space and Y is a locally separable F’ space. Let 
feC(X x Y) and (2, yo) € P(f). By assumption there exists a neighborhood U’ of 
yo in Y and a countable set S dense in U’ such that for y € U’, f(xo, y) 2 0. Since X 
is a P space, for each y € S there exists a neighborhood Uy of v9 in X and a constant 


A=0 such that for xe Uy, f(x,y) = 4. By [2, Theorem 5.3 (5)] U=(/) Uy is 
yes 


a neighborhood of 29; and since S is dense in U’, f(x, y) 2 0 for xe U, ye U' and 
Xx /Y is an F’ space. This completes the proof. 


Corollary. The product of two locally compact spaces 1s an F’ space if and only if 
one space is discrete and the other is an F" space. 


Proof. It is easily verified that a locally compact P space is discrete [2, Corol- 
lary 5.4]. 


1) A completely regular space X is a P space if for each fe C(X), {xe X: f(x) = 0} is open. 
A P space is an F’ space ([3], Theorem 6.3). 

2) This result was obtained independently by HENRIKSEN. 

3) Call a space locally separable if at each point there exists a neighborhood with a countable 
dense subset. 
: 4* 
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A P-Space and an Extremally Disconnected Space 
whose Product is not an F-Space 


By Lzonarp Gittman?!) in Princeton 


A summary of the facts surrounding the problem seems desirable. Let X be a com- 
pletely regular space?). In the study of rings of functions, it is of interest to know 
when X is a P-space or an F'-space, or is extremally disconnected (e.d.), because of the 
following characterizations in terms of the ring O'(X): 

P: every Prime ideal in C (X) is maximal; 

F: every Finitely generated ideal in C (X) is principal; 

e.d.: C(X), as a lattice, is conditionally complete. 

Equivalent descriptions are: 

__P: every zero-set in X is open; 

F: for all f e C(X), pos f and neg f are completely separated ; 

e. d.: the closure of every open set is open 
[3, 1H, 3N, 4J, 14.26]. It is clear from the second list that all P-spaces and all e.d. 
spaces are F’-spaces. On the other hand, the two stronger properties are independent 
(as is illustrated below). Moreover, the triviality that any discrete space is an e.d. 
P-space has, for most practical purposes, a valid converse: ISBELL has proved that 
every e.d. P-space of nonmeasurable cardinal is discrete [3, 12 H]. 

It is clear that if a product of two spaces is of one of the listed types, then each 
factor must be of that type. Also, the product of a discrete space with a space of any 
one of these types is again of that type. Now, Rup1n has pointed out that a product of 
two infinite compact spaces cannot be an F’-space (see the preceding paper [1]). As 
infinite compact F-spaces are known to exist (see below), it follows that a product 
of two F-spaces can fail to be an F-space. On the other hand, a product of two P- 
spaces is always a P-space. CurTIs and HENRIKSEN have shown that if a product 
of two spaces is an F-space, then at least one factor must be a P-space [1]. A natural 
question (which they raise) is, then: is a product of a P-space with an F-space always 
an F-space ? . 

The Curtis-HENRIKSEN result combines with IsBELL’s to yield: barring measurable 
cardinals, a product of two spaces is e.d. if and only if one factor is e.d. and the other 
discrete. 

The infinite compact space BN is not only an F-space, but also e.d. (since N is); 
hence a product of two e.d. spaces need not be an F-space. The example constructed 


1) Fellow of the John Simon Guggenheim Memorial Foundation. 
2) Notation and terminology are as in [3]. References to original sources are also contained in [3]. 
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below helps to round out the picture: X is a P-space, Y is e.d. (hence an F-space), but — 
Xx Y is not an F-space; moreover, each factor misses being discrete by only one 
point. What is still lacking is a necessary and sufficient condition that a product of © 
two spaces be an F’-space®). 
Let D denote the discrete space whose points are the countable ordinals. Pick a new 
object p, and define ; 
AOA, : 


with deleted neighborhoods of p the complements of countable sets (and with D discrete — 
in the relative topology). It is easily seen that this defines X as a completely regular 
space (notice that all neighborhoods of p are open-and-closed). It is clear that every { 
G,; containing p is a neighborhood of p, and hence that X is a P-space. 
Next, select any point qin BD such that every neighborhood of q intersects D in an 
uncountable set. (The family of all subsets of D whose complements are countable is — 
contained in some ultrafilter 11; take gq = lim U.) Define ‘ 


Y= Dg i 
with the relative topology of 8 D. Then Y is dense in the e.d. space f D and hence ise.d. 


Since D is realcompact [3, 8.18 or Ch. 12], there exists a function g in C(Y) that | 
vanishes at g but nowhere on D [8, 8.8]. Define h on X x Y as follows: 


h(a, «) = g(a) forae D, 
h(a + 1,a) = —g(«) forae D, 
h(x, y)= 0 everywhere else. 


Since h assumes at most two nonzero values on any cross-section, it is continuous at 
each point + (p,q). To verify continuity at (p,q), let e > 0 be given. Choose a neighbor- 
hood V of gin Y such that |g(y)| < e for all ye V. Then |h(x, y)| < e for all (x, y) 
belonging to the neighborhood X x V of (p, q). 

Finally, we prove that h changes sign in every neighborhood of (p, q), which implies 
that X x Y is not an F-space (or even an F’-space; see [1] or [2, 8.12]). For o € D, 
define 


U,= {4 € Di a= a}. 


Given any neighborhood W of (p, q), there exist o € D, and a neighborhood V of gin Y, 
such that 


Ce xiv icW.: 


Since V is not countable, there exists « € DA V satisfying « => o, ie., « € U,. Then 


a+ 1leU,, and so both («, «) and (« + 1, «) belong to W. But h has opposite signs 
at these points. 


*) There is a similar lack regarding the related basically disconnected spaces, i.e., those X for 
which C'(X) is conditionally o-complete, or, equivalently, such that cl pos f is open for all f [3, 3N]. 
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Remark. If the space Y in this example is replaced by its denumerable analogue, 


then the resulting product space is not only an F-space but is basically disconnected?) ; 
the details are supplied in [2, 8.11]. 
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Bemerkungen zur Homotopietheorie der Koinzidenzen 
mehrerer Abbildungen 


Von Heica SCHIRMER in Fredericton (Canada) 


1. Einleitung. Das Ziel dieser Note ist die Verallgemeinerung einiger Eigenschaften 


der Koinzidenzen zweier Abbildungen einer Mannigfaltigkeit M in eine Mannig- — 


faltigkeit N mit dim M = dim N (vgl. z. B. [2, 6]) auf den Fall von r Abbildungen 
(r = 2) von M in N, wenn dim M = (r — 1) dim N ist. Der Index einer regularen 
Koinzidenz wird so definiert, daB er wie gewodhnlich eine ganze Zahl ist und sein 


| 


4 


Wert im Falle = 2 mit dem in [2] und [6] angegebenen tibereinstimmt. Die Homo- 


topieinvarianz der algebraischen Koinzidenzzahl wird in Abschnitt 3 untersucht. In _ 


: 


Abschnitt 4 werden Abbildungen mit vorgeschriebenen Koinzidenzen sowie mit der — 


konstruiert. = 


Mindestzahl von Koinzidenzen innerhalb einer vorgeschriebenen Homie : 


Wir beschranken uns jedoch stets auf den Fall 2;(N) = 0, um bedeutend kiirzere | 
Beweise als die zu den in [6] analogen geben zu kénnen. Das wesentlichste Hilfsmittel 


ist hierbei die Theorie der Hindernisse fiir Deformationen einer Abbildung (vgl. 
z. B. [1]), die fiir einige verwandte Probleme im Falle r = 2 bereits von FULLER [3] 
verwendet wurde. 7 Abbildungen /@,...,f von M in N definieren eine Abbil- 
dung F von JM in das r-fache Canreetale Produkt N“™ von N mit sich selbst. Den 
Koinzidenzen von f/f, ..., f entsprechen die Punkte «xe M mit F(x) € D, wobei 
D die Diagonale von N ©) bezeichnet. Das Koinzidenzverhalten der Abbildungen 
f,...,/ hangt ab von den Hindernissen fiir die Deformation der Abbildung F 
in VY zu einer Abbildung in VN”) — D. Die einschrinkende Voraussetzung 71(N) = 0 
wird vor allem bei der Bestimmung der Koeffizientengruppen ap»(N, N(® — D) 
dieser Hindernisse gebraucht. 

Die Einschrankung 21(N) = 0 hat zur Folge, daB& die Koinzidenz-Mindestzahl 
innerhalb einer gegebenen Abbildungsklasse stets <1 ist, so daB die Konstruktion 
von + Abbildungen mit vorgegebener oder minimaler Koinzidenzzahl vereinfacht 
wird. Der allgemeine Fall kann mit zu [6] analogen Methoden behandelt werden. 


2. Hindernisse fiir koinzidenzfreie Deformationen. Wir geben zunachst eine Zu- 
sammenstellung der im folgenden verwendeten Definitionen und Eigenschaften der 
Hindernisse fiir Deformationen (vgl. z. B. [1]). Auf die Beweise wurde verzichtet, 
da sie mit den tiblichen Methoden der Hindernistheorie erbracht werden kénnen. 

Seien X ein endlicher Komplex (definiert wie in [7], S. 100), X” sein p-dimensionales 
Geriist und Y ein topologischer Raum, mit Unterraum BcY. Eine Abbildung f von 
X in Y heiBe p-deformierbar, wenn eine zu f homotope Abbildung f’ von der Form 
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Ma 


f':(X, XP) + (Y, B) existiert. Wir werden es im weiteren stets mit dem Fall 6(.B)==0 
zu tun haben, so das die Festlegung von Basispunkten unnotig ist. Dann definiert 
eine Abbildung f : (X, X?-1) + (Y, B) eindeutig eine Kokette 


2P(f)EC?(X;mp(Y, B)), 


die jeder orientierten p-Zelle e? von X das durch fle? : (e?, eP) + (Y, B)1) bestimmte 
Element von zp(Y, B) zuordnet. z?(f) ist tatsachlich ein Kozyklus und heiBt das 
erste Hindernis zu einer p-Deformation von /. Dann und nur dann, wenn z?(f) = 0 
ist, hat f eine p-Deformation }’ : (X, X”) > (Y, B) rel. X?-1, d.h. es existiert eine 
Homotopie f(é) : (X, X?-1) > (Y, B), 0 <t <1, mit f(0) = f, f(1) = f’. Das zweite 


_ Hindernis fir eine (p + 1)-Deformation von f ist dann die nur von f, nicht von der 


Deformation /’ abhangige Kohomologieklasse {z?+1(f’)} ¢ H?+1(X; mp41(Y, B)) von 
zP+1(f’), und es gilt: 


(2.1) fast dann und nur dann (p+ 1)-deformierbar rel. XP-1, wenn {z?+1(f')} = 0 ist. 
Jede Homotopie f(t): (X, X?-2) +(Y, B), 0 <t¢ <1, zwischen zwei Abbildungen 


—*#f(0) =f, f(1) = 9: (X, XP) + (Y, B) bestimmt in der tiblichen Weise eine Sepa- 


rations-Kokette d?-1(f, g) € C?-1(X; a»(Y, B)) mit den Eigenschaften: 


| (2.2) ddP-1(f,g) = 2? (f) — 2?(g); 


(2.3) zu jeder vorgegebenen Abbildung f: (X, XP-1) + (Y, B) und vorgegebenen Ko- 
kette cP! € CP-1(X; ay (Y, B)) gibt es eine Homotopie f(t): (X, XP?-2) — (Y, B), 
0 St <1, so daB f(0) =f, f(1) = g von der Form g: (X, XP-1) > (Y, B) und 
dP-1(f, 9g) = cP-! ist. 


Im weiteren wird stets gelten, daB a;(Y, B) = 0 fiir 1 < m ist, mit m = dim X. 


Jede Abbildung / von X in Y ist dann (m — 1)-deformierbar, das Hindernis fiir 
eine m-Deformation von f ist eine eindeutig bestimmte Klasse 


{2m eH™(X;am(Y, B)), 


und f ist m-deformierbar dann und nur dann, wenn {z”} = 0 ist. 
Wir wenden nun diese Resultate auf Koinzidenzprobleme an. + Abbildungen 
f®, ...,f/:X —+Y (r = 2) bestimmen auf nattirliche Weise eine Abbildung 


F=({®,...,{):X+Y 


von X in das r-fache Cartesische Produkt von Y mit sich selbst. Bezeichnet D die 
Diagonale von Y), so sind die Koinzidenzen von f),...,f™ genau die Punkte 
ze X mit F(x) e¢D, und f®,...,/ ist koinzidenzfrei, wenn F(X) c Y™ — D ist. 
Die Entscheidung, ob ein gegebenes r-tupel von Abbildungen /®,...,/:X +Y 
eine koinzidenzfreie Deformation besitzt, hangt daher von Hindernissen fiir Deforma- 
tionen von Abbildungen in Y) zu Abbildungen in Y“ — D ab. Diese sind Ele- 
mente von Z?(X;2»(¥, Y® — D)) und Faktorgruppen von Untergruppen dieser 


Gruppe. : ; 
Die Bestimmung der Koeffizientengruppe zp(Y¥, Y — D) fiihren wir unter 


1) Wir bezeichnen mit e? eine abgeschlossene Zelle, mit éP ihren Rand und mit e? =e? — é? ihr 
Inneres. Ist U eine offene Menge, so bezeichnet U ihre abgeschlossene Hiille. 
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den folgenden Voraussetzungen durch: Y ist eine kompakte n-dimensionale topo- 
logische Mannigfaltigkeit (kurz: n-Mannigfaltigkeit) NV, die einfach zusammenhangend 
(d. h. bogenweise zusammenhangend und 7;(N) = 0) ist. NV besitzt also eine Uber- 
deckung {V} mit (offenen) n-Elementen. 

Bezeichne @ die Einschrankung auf N“) — D der Projektion von NV) auf einen 
seiner Faktoren N, und sei N‘—) das Produkt der restlichen (7 — 1) Faktoren. 


Hilfssatz 2.4. N“” — D ist ein Faserraum mit Basis N, Faser N‘'-) — po, wobei po 
ein beliebiger aber fester Punkt von N'-) ist, und Projektion ¢p. 


Beweis. Wir benutzen den Begriff ,,Faserraum“ in dem folgenden Sinn (vgl. 
z. B. [4]): Der topologische Raum FH heiBe Faserraum, mit Basis B, Faser F und 
Projektion g: EH — B von E auf B, wenn gilt: 
(i) g-1(6) ist homéomorph zu F fiir alle Punkte b< B, 
: (ii) és gibt eine offene Uberdeckung {U} von B so, daB zu jedem U € {U} ein Homéo- 
morphismus yp: U x F + y1(U) existiert mit (a, b)¢ p(b), fiir alle be U, 
aeF. 


Seep renee net eo ot ae arg pipe ane At teri enter. ovwnnorty aoiguimmrananrininenl 


Wahlt man @ wie vor dem Hilfssatz angegeben, so ist p-1(b) = N’-) — p, firbe N, : 
wobei p ein von b abhangiger Punkt aus N("—) ist, und alle diese Raume sind offen- — 
sichtlich homéomorph. Weiter besitzt N nach Definition eine Uberdeckung mit — 
offenen n-Elementen, und es ist leicht einzusehen, da diese der Eigenschaft (i) 
geniigt 2). : 
Hilfssatz 2.5. Die Injektion 
a:(NO-D xb, (N&-D — b*) xb) c (NM, NM — D), ; 

’ 

wobei be N beliebig und b* = b@-l) e NU-D, induziert Isomorphismen ; 
ty 2 Up(NO-l), NO-D — b*) ~ ap(NM, NM — D) 

fiir alle p und r. $ 
Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem | in [3], wo der Fall r= 2 — 
behandelt wird, und folgt aus dem kommutativen Diagramm : 
Tp (Nr-1), NO-D — b*) “8 xy(NM, NO — D) je ) 


1(N(); N-), N@) — D) Tp(NM; Ne-d Ne 


i « | 


RL << 


\ tty (N — D, NO-) — *) S25(NM, NO-D)Z 


a mp (N) Ve. \ 
Hier bezeichnen f,, B_, ix, 1%, J, jx die Homomorphismen der exakten oberen und 
unteren Sequenz der Triade (VY; N¢-), NM — D), und yy, vy, die Homomor- 
phismen, die von den Projektionen g und 9’ der Faserréume N(”) — D iiber N . 
resp. VN iiber N induziert werden. Da gy, und g’, Isomorphismen sind, ist auch 7 oe 
ein Isomorphismus. Daher ist a»(N™; N@-D), N@ — D) = 0 fiir alle p, und ty 
ist somit ein Isomorphismus. 


*) Man vergleiche den Beweis eines ahnlichen Ergebnisses in Minor [5]. 


——— 
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Von hier an sei stets n(r — 1) = m gesetzt. Dann folgt aus Dimensionsbetrach- 
tungen und im Falle » = m aus der ,,excision property“ der Homologiegruppen, daB 


Hy(NY-D, NO-)) — b*) w 0 fir p<m, 
Dex Z fir p=m, 
wobei Z die Gruppe der ganzen Zahlen bezeichnet. Daher ergibt der Hurewicz- 
Isomorphismus, daB 
(2.6) p(NM,N®) — D) = 0 fir p<m 


Z fir p=m (m 23). 


Falls m = 3, folgt aus der Voraussetzung 2,(N) = 0, daB mi(N) — D) = 0, so 
daB die Vernachlassigung der Basispunkte gerechtfertigt ist. Jede Abbildung F von 
X nach N ist wegen (2.1) und (2.6) (m — 1)-deformierbar, und falls zusatzlich 
dim X = m, ist F m-deformierbar dann und nur dann, wenn das Hindernis 


{zm (F)}eH™(X;2m(N”,NO—D)) . 
verschwindet. Sei 
(2.7) tH" (X;2m(N”, N —D)) = H™(X;2) 


der durch (2.6) induzierte Isomorphismus. Dann gilt 


Satz 2.8. Ist X ein endlicher Komplex mit dim X = n(r — 1) = m und N eine ein- 

fach zusammenhdngende n-Mannigfaltigkeit, so ist das r-tupel von Abbildungen f , 

Be, {0 :X + N homotop zu einem koinzidenzfreien r-tupel dann und nur dann, wenn 
das von thm bestimmte Element t, {2™(F)} «¢ H™(X; Z) verschwindet 3). 


3. Homotopieinvarianz der algebraischen Koinzidenzzahl. Der Index einer Koin- 
zidenz zweier Abbildungen ist nur fiir eine regulare Koinzidenz definiert (vgl. [2], [6]). 
Wir behandeln daher zunachst regulare Koinzidenzen von r Abbildungen. 


Definition 3.1. Gegeben sei ein r-tupel von Abbildungen fY,..., {0 :X +Y eines 
_m-dimensionalen Komplexes X in einen topologischen Raum Y. Dann heipt ecne Koin- 
zidenz xe X von fM,...,f ,,reguldr, falls xee™, emc X, und fY,..., f™ koin- 
zidenzfrei auf e™ — x ist. Das r-tupel fo ,---,/ herpt regular, falls alle seine Koin- 
zidenzen regular sind. 

Wir zeigen zunachst, daB unter geeigneten Voraussetzungen jedes r-tupel von 
_Abbildungen zu einem regularen homotop ist: 


Satz 3.2. Selon X ein endlicher Komplex, N eine einfach zusammenhaingende n-Man- 
nigfaltigkeit und dim X = n(r — 1). Dann ist jedes r-tupel von Abbildungen f\, ..., 
—fO:X +N zu einem reguléren homotop. 


Beweis. Zufolge Abschnitt 2 ist die Abbildung F = (f,...,/): X + N® zu- 
nachst zu einer Abbildung F’: (X, X”—-1) > (N®, N® — D) deformierbar, wobei 
wieder m = n(r — 1) ist. Unter Festlassung auf X”~! wird nun F” innerhalb der 
m-Zellen von X zu einer regularen Abbildung deformiert*). Benutzt wird hierzu die 


3) Fiir die Falle m < 3 kann das Ergebnis leicht auf direktem Wege bestatigt werden. 
4) Wir iibertragen die Bezeichnungen ,.Koinzidenz‘‘, ,,regular® usw. auf die von einem r-tupel 
f) , {("):X + N bestimmte Abbildung Ff: X > N). 


gree 
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; 

Injektion . ' ; 

: (3.3) 6: 2m(W xb, WX b) > am(NM, NM —D), 
f bei der W eine zu einem abgeschlossenen m-Element ZH” homéomorphe Umgebung { 
: von b* in N(r-)) bezeichnet; nach (2.6) ist « ein Isomorphismus. . 


hy Sei e” eine m-Zelle von X. Wir fiihren in ihr Polarkoordinaten (y, s),0 Ss $1, 
| so ein, daB (y,1) €e™ ist; sei (y, 0) = x. Nach (3. 3) existiert eine Homotopie 


[ 
O(ytsr th: e™,emy —> (N OLN apy, O0stsl, : 
\ 
. 


so daB g(y, s; 0) = F’\e™ und g(y, s; 1) von der Form 
g(y, 8; 1): (em, em) +> (Wx, W xb) 
ist. g’:e™ —> N©) sei definiert durch 
i ea | ‘yosy = g(y, 28; t) fir 0S8sS}/2, 
| P= |. gly, 1;2 —28) far eS <1. i: 
Dann ist g'(y, s) zu g(y, 8; 0) homotop unter Festlassung auf e”, und mit 


5 ey” = {(y, 8) €e™|0 Ss < 1/9} ist g'(em —e")cN® —D und g (ey )cWxob. 
5) ; 


_ Eine Abbildung g” : e” — N“) wird dadurch definiert, daB g’’ (y, s) = g'(y, 8) ist 
fiir 1/)<s <1, und daB g'(y, s) fir 0 <s <1/y der Punkt auf b’ xb, g'(y, s) ist 
mit b’ x b, 9" (y, 8s): b' x b, g'(y, 1/2) = 28, wobei die Entfernungen in der Euklidi- © 
schen Metrik von W x b gemessen werden. Dann ist g’’ von der Form 
gs em, em — oN, ey — 2) >(NM,NM—D,(W—B5') xd), 


hat also nur eine — somit regulare — Koinzidenz. Ferner ist g’’ homotop zu g’ und 
daher auch zu F’\e™ unter Festlassung auf e”. Die Abbildung Gle™ sei bestimmt 


durch Glem — eg’: 
Wird auf diese Weise F”’ in allen m-Zellen e™ von X abgeandert, so erhalt man eine ~ 
' Abbildung G: (X, X™-1) + (N™, N® — D), die ein r-tupel g™,...,g%:X SN 


mit den verlangten Eigenschaften bestimmt. 


Bemerkung. Mit zu den in [6] verwendeten ahnlichen Methoden la8t sich scharfer 
zeigen, dafs unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 die reguliren r-tupel tiberall 
dicht sind und daf zwei regulire und homotope r-tupel f@, ...,/@ und g®, ..., 
: 'g: X — N durch eine regulire Homotopie verbunden werden mince d. h. durch 
eine Homotopie f(t), ..., {(t): X + N,0 St <1, so daB fO(0) = fO, fO(1) = 

Se RS as add (M(t), ..., f(t) regular ist fiir jedes 0 oa; = 


Um den Index einer ree: Koinzidenz x¢e™c X unter f,...,/M:X +N 
zu definieren, nehmen wir zu den Voraussetzungen von Satz 3.2 aosatlich an, daB NV. 
orientiert ist. Ferner legen wir eine Orientierung der m-Zellen von X fest. 

Sei U eine SayND von x in e”, so da U ein abgeschlossenes n-Element und 
so klein ist, daB {(U)c V,i =1,...,7, wobei V ein Mitglied einer Uberdeckung 
AV} von N durch ee n- Bimena int: Mit F = (f®,...,{): X +N definiert 


F\U ein Element « (x) € %m1(V — D). Sei F(x) vey Da V ein n-Element ist, 
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existiert ein Isomorphismus 
(3.4) 0:%milV —D)=&Z. 


Er sei induziert durch eine Deformations-Retraktion von V) — D auf eine in 
_V-) x b gelegene Sphare S”-1 mit dem Mittelpunkt 6, wobei V(r"-) dem Produkt 
der ersten (r — 1) Faktoren von V™ entsprechen soll und die Orientierung von S™-1 

die von der Orientierung von N induzierte ist, und einen nachfolgenden Isomorphis- 
mus von %m-1(S") mit Z. Dann sei der Index j(x) = j (a; f, ..., $) definiert 
durch j(x) = @a(x). Er ist also wie tiblich eine ganze Zahl. 

. Wir legen nun den Isomorphismus in (2.6), Fall » = m, genauer fest. In 


rm (N ©), NO) — D) 2 1m(VO, V — D) > ama(V —D) SZ 


_ bezeichne i, die Injektion, @ den Randhomomorphismus und o den Homomorphismus 
(3.4). 74, @ und 9 sind Isomorphismen, und wir definieren den Isomorphismus (2.6) 
durch 


(3.5) T= 001) :2m(N”,NO —D)~Z. 
Dann ist nach Definition 
(3.6) j(@3 7%, ...,f) = tye 2™(F) (e™), 


wobei tH :2™(X; atm(N™, N®™ — D)) = Z™(X;Z) und z™(F) der Hindernis- 
kozyklus von F ist. 
Sei die Kette ¢m(X)¢Cm(X;Z) definiert durch c»(X) = ye wobei sich die 
7 


Summe iiber alle (fest orientierten) m-Zellen von X erstreckt. Dann ist zufolge (3.6) 
der Kronecker-Index 


(3.7) G(f™, ...,f) = tH 2 (PF) Cm(X) 

gleich der Summe der Indexe der Koinzidenzen des regularen r-tupels f, ... ,/@, 
und wir definieren daher 7(f,..., f() als die ,,algebraische Koinzidenzzahl* von 
aang ACE 


Durch (3.6) wird der Zusammenhang zwischen dem Wert des Hindernisses auf 
einer eine regulare Koinzidenz enthaltenden Zelle und dem Index dieser Koinzidenz 
deutlich. Das Hindernis verschwindet, falls sich die Koinzidenz durch eine beliebige 

Deformation, der Index, falls sie sich durch eine ,,kleine“ Deformation beseitigen 
laBt. Nur wegen des Isomorphismus (3.5) sind diese beiden Aussagen gleichwertig. 

In welchem MaBe die algebraische Koinzidenzzahl homotopieinvariant ist, ergibt 
sich aus der folgenden Uberlegung: Seien F = (f,...,/) und G = (g®,...,g) 

zwei regulare und homotope Abbildungen von X nach NV“. Da (NM, N® — D) 
von (m — 1)-fachem Zusammenhang ist, gilt nach (2.2) 


zm (F) — 2m(G) = dd™1(F,G), 
mit d™-1(f,g)eO™1(X; am(N, N — D)), und daher nach (3.7) 
EO genes OV GE ens GO) = 
(3.8) = tH [2™(F) — 2™(G)] - Cm(X) = 
= te 0d™1(F, G)+cCm(X) = t¥ dm1(F , G) + dcm(X) . 


i Ses} SCE Fe Ege Re) eee a Se a lle Snare ah, Se en en 
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Da zufolge (2.3) te d™-1(F, G) jeden beliebigen Wert in C”-1(X; Z) annehmen kant : 
ist die algebraische Koinzidenzzahl im allgemeinen nicht homotopieinvariant. Sie ist” 

es dann und nur dann, wenn 0¢»(X) = 0 ist. Insbesondere gilt z 


Satz 3.9. Zwei homotope und reguldre r-tupel von Abbildungen einer orientierten ge- 
schlossenen endlichen m-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit in eine orientierte einfach 
zusammenhiingende n-Mannigfaltigkeit haben dieselbe algebraische Koinzidenzzahl. 

Wir kénnen in diesem Fall also von der algebraischen Koinzidenzzahl eines be-— 
liebigen r-tupels {@,...,f/ sprechen, wenn wir darunter die algebraische Koin-_ 
zidenzzahl irgend eines (nach Satz 3.2 existierenden) regulaéren r-tupels in der Homo-_ 
topieklasse von /(),...,/ verstehen. 


Bemerkung. Falls r = 2 und X eine orientierte und triangulierte n- Mannig- 
faltigkeit ist, hat j(a;/™, f@) denselben Wert wie den in [2] und [6] definierten. . 
Dies kann etwa auf folgendem Wege eingesehen werden: Nach Definition von 

(x; fM, f2) gilt ee€UcX und fY(0) Uf@(0)c V CN, wobei U und V n-Ele- | 
mente sind. Man wahle nun ein Abbildungspaar g), g@) : X — N mit den folgenden 
Eigenschaften : . 

(i) 9g. =f auf X — Uj+=1, 2, 

(ii) g® ist homotop zu f ten Festlassung auf X — U,i1= 1,2, 

(iii) g®, g® ist koinzidenzfrei auf U — 2, ; 
(iv) g®@ (Uo) = g(x), wobei Up c U und Uo zu einem abgeschlossenen n-Element 
hom6éomorph ist. 

Die Existenz von g®, g@) ist leicht zu zeigen (vgl. den Beweis von Satz 3.2). 
Bezeichnet man fiir den Augenblick den in [6] definierten Index mit j(x), so folgt 
aus [6], Satz IV, daB j(x;f®, f@) = f(x; gM, g@) ist. Benutzen wir, mit G@ = 
= (9), 9g): X +N x N, G|Upo fiir die Definition von j(x;g,g@) und 3 = Uo 
fiir die Definition von j(x; 9g, g()), so ist es klar, daB j(x; 9, g®) = 7 (a; gM, g®)) 
ist. Satz 3.9 ergibt daher j(~; f™, f@) = 7(x; fM, f@). 

Ist r = 2 und f() die Identitat, so hat j(a; f, f@)) denselben Wert wie der Fix- 
punktindex von x unter /(, 


4. Abbildungen mit gegebenen Koinzidenzen; Koinzidenz-Mindestzahl. Bei der Kon- 
struktion von Abbildungen mit vorgegebenen Koinzidenzen benutzen wir die 


Definition 4.1. Hine Zahl « heife ,,realisierbar‘‘ in bezug auf den Komplex X und die 
einfach zusammenhiingende n-Mannigfaltigkeit N, falls eine Abbildung F : (X, Xm-1) + 
> (NM, NO — D) (mit m = n(r — 1)) existiert mit TH2™ (F)+ Cm(X) = a. 

Offensichtlich gilt 


Hilfssatz 4.2. Ist « realisierbar in bezug auf X und N, so ist « auch realisierbar in 
bezug auf X1 und N fiir jede Unterteilung X1 von N. 

Auf die Frage, wann eine Zahl realisierbar ist, gehen wir hier nicht ein, sondern 
begniigen uns mit dem Beweis des folgenden Satzes. 


Satz 4.3. Gegeben seien die Punkte x,,2 =1,..., k, einer endlichen m-dimensionalen 


Pseudomannigfaltigkeit M, die Zahlen j(x,), 4 =1,..., k, wnd eine einfach zusammen- 
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hingende n-Mannigfaltigkeit N. Dann und nur dann wenn 


= Sie 


realisierbar in bezug auf M und N ist, existieren r Abbildungen {,...,/%:M +N, 
die genau die Punkte x, zu Koinzidenzen mit den Indexen 9 (%,) haben. 


Beweis. Wir wahlen, falls Oe eine Unterteilung M, von M so, da® fiir alle 
» Punkte x, gilt: x, ¢ we mit e;’ +e,” fir 2 +x, und definieren 


A Lm (My; 1m(NO,N —D)) 


_ durch 
-1 
| fs ae tT#I(a,) falls em = ef", es 
Be) Za (em) == | 0 falls om + e”, YE est eae Be 
Dann ist 
(4.5) TH 2) Cm(Mi) =a. 


Ist « realisierbar, so existiert nach Definition 4.1 und Hilfssatz 4.2 eine Abbildung _ 
F's (My, My") > (NM, N® — D) mit 


(4.6) rie 2 (F’) «Cm (My) = 0 

Da M, eine Pseudomannigfaltigkeit ist, folgt aus (4.5) und (4.6), daB 

2m (F’) — 2 — §em-1, mit cm™1Le C1 (My: 1m(N, N — D)), 
ist. Nach (2.3) existiert eine zu F’ homotope Abbildung 

a FY: (My, M") = (N],N© — D) mit dm1(F’, PF’) =cm1, 


fiir sie gilt also 
zm (K"") = 2m (F') — bd™-1(F', P") = 2. 


Unter Festlassung auf M%”! andern wir nun F’’ innerhalb der m-Zellen e7 (A = 
== 1], ,k) von M, wie beim Beweis von Satz 3.2 so zu einer Abbildung F ab, 
dak Ble: : (e7, ey — a) > (N,N) — D), A=1,...,k, ist; innerhalb der von 
e, verschiedenen Zellen e” kann F”’ wegen (4.4) so zu F deformiert werden, da8 
Flem:em > N® — D ist. Dann definiert F ein r-tupel f%,...,/:M >WN mit 
den verlangten Eigenschaften. 

Die Umkehrung ist trivial. © 

Wir haben durchweg z1(N) = 0 vorausgesetzt. In Analogie zu den fiir r = 2 
bewiesenen Ergebnissen (vgl. [2], [6]) erwartet man daher, daB die Mindestzahl w von 
Koinzidenzen innerhalb der Homotopieklasse eines gegebenen r-tupels von Abbil- - 
dungen hier <1 ist. Ist M berandet,. so ist H™(M;Z) =0, also wegen Satz 2.8 
stets 4 = 0. Ist M geschlossen und orientierbar, so folgt aus den Satzen 3.9 und 4.3 


Satz 4.7. Zu jedem gegebenen r-tupel f,... , f von Abbildungen einer orientrerten 
geschlossenen endlichen m-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit M in eine ernfach zu- 
sammenhiingende n-Mannigfaltigkeit N gibt es ein homotopes r-tupel 


gH, ...5,99: M>N 


"Wa eis ic aries OES ges DNL aii ea ae sh 
Ree ts rd SAP EAL Naha eee ns ANU ie) Ne dah) Soom Saka 


Cay 


_ [6] H. Scurrmer, Mindestzahlen von Koinzidenzpunkten. J. reine angew. Math. 194, 21—39 
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so, dab g™, ...,g koinzidenzfrei ist, falls j(f™,..., {) = 0, und daBg™,..., 
genau eine Koinzidenz x € M hat mit dem Index j(x;g,..., g) = 9(f, 
falls 7(f®,...,f) +0 ast. 

Ist M baanhlostant aber nicht orientierbar, so gilt diese Aussage mod 2. 
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Kin Satz itiber stetige Funktionen auf der Kugelfliche 


Von H. HapwiceEr in Bern 


Hs sei S die zweidimensionale euklidische Sphare, also die gewéhnliche Kugel- 
flache. Fir zwei Punkte p,q eS bezeichne 0 = 0(p,q) [0 < @ <a] die spharische 
Distanz. Fur zwei antipodisch liegende Punkte p und p* gilt also O(P;p*) = a. 


In dieser Note wird ein elementarer und kurzer Beweis des folgenden Satzes 
skizziert : , 


Satz. Sind f und g zwei stetige Funktionen auf der Kugelfliche S und wird o [0 So 
S 2] vorgegeben, so lassen sich zwei Punkte p, ¢ € 8 so finden, daB die vier Bedingungen 
o(p,9) = 0, f(p) = (9), 9(P) = 9(p*), 9(G) = 9 (G*) erfiillt sind. 

Das Besondere dieser Aussage besteht darin, zwei bekannte Satze tiber stetige 
Funktionen auf der Kugelflache, die sachlich und methodiseh bisher unabhangig von- 
einander gefunden und bewiesen worden sind, simultan als Korollarien zu enthalten. 
Einerseits resultiert im Sonderfall o = z 


Korollar I (Theorem von BorsuK-Uuam). Sind f und g zwei stetige Funktionen auf 
S, so gibt es einantipodisches Punktepaar p, p* € S so,daB f(p) = f(p*) undg(p) = g(p*) 
ausfallt. 


Werden die beiden Funktionswerte /(p) und g(p) als kartesische Koordinaten eines Bildpunktes 
p in der euklidischen Ebene # interpretiert, so wird ausgesagt, daB bei einer stetigen Abbildung 
von S in # zwei antipodische Punkte von S in den namlichen Bildpunkt in # abgebildet werden. 
Es handelt sich um den zweidimensionalen Sonderfall eines allgemeineren topologischen Ab- 
bildungssatzes. Vg]. ALEXANDROFF und Hopr [1], 8. 486. Im Gegensatz zum héherdimensionalen 
Fall gibt es fiir den Borsux-Uxamschen Satz fiir die gew6hnliche Kugelflache elementare Beweise. 
Einen solchen findet man beispielsweise bei TuckmR [2]. Das namliche trifft sogar fiir eine von 
Horr [3] stammende Verallgemeinerung zu, wobei das antipodische Punktepaar durch ein solches 
vorgegebener spharischer Distanz o [0 < o <a] ersetzt ist. Vgl. hierzu auch Hapwicer [4], 
Satz 4.4. 


Betrachten wir andererseits den Sonderfall f = g, so ergibt sich 


Korollar II (Theorem von Dyson-Livesay). Ist f eine stetige Funktion auf S und 
wird o [0 <a <2] vorgegeben, so gibt es zwer Punkte p,q eS derart, dap o (p,q) = 6 


und f(p) = f(q) = f(p*) = f(q*) ausfallt. 

Ein einem GrofBkreis von S einbeschriebenes Rechteck kann also stets so in S gedreht werden, 
da die Funktion f in allen vier Eckpunkten gleiche Werte annimmt. Diese Aussage wurde im 
speziellen Fall eines Quadrates erstmals von Dyson [5] bewiesen; die Erweiterung auf beliebige 
Rechtecke stammt von Lrversay [6]. Die dort etwas allgemeiner gerichteten Untersuchungen ver- 
wenden spezifisch topologische Hilfsmittel. Ein in unserem Sinne elementarer Nachweis des Satzes 
von Dyson-Livesay ist dem Verf. bisher nicht bekannt geworden. 
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Beweis des Satzes. 9 bezeichne die Randflache eines mit der Kugelflache S kon- : 
zentrischen Einheitswiirfels. Die Punkte p¢S und p ES sollen sich beziiglich der 
Zentralprojektion vom gemeinsamen Mittelpunkt aus gegenseitig entsprechen. Ks sei — 
e > 0 beliebig gewahlt. Die Wiirfeloberfliche S sei nun im Sinne der Elementargeo- 
metrie in 6n2 gitterformig angeordnete abgeschlossene Quadrate Q der Seitenlinge | 
1/n zerlegt, wo n eine natiirliche Zahl ist, die so groB gewahlt sei, daB 


(1) lg(p') — 9(p")| < €/2 [p', p” €Q] 


ausfallt, falls, wie in der Klammer vermerkt, die auf S projizierten Punkte dem glei- 
chen Quadrat der Zerlegung angehéren. Die Menge N der Quadrate sei nun in zwei sich — 
antipodisch entsprechende Teilmengen M und M* zerlegt, so daf fiir zwei auf S~ 
antipodisch liegende Quadrate Q, Q* € N bei passender Bezeichnung stets Q « M und 
Q* € M* gilt. Diese Zerlegung von N kann so bewerkstelligt werden, daB jedes anti- 
podische Quadratpaar Q, Q* wenigstens ein antipodisches Punktepaar p, p* € S so 
enthalt, daB 


(2) g(p) 2g(p*) [peQ, p* €Q*] 
gilt. pf. am hare 

Mit A = U Q (Q € M) und A*¥ = Ses | Q* (Q* e M*) sind zwei sich antipodisch ent- 
sprechende abgeschlossene Punktmengen gegeben, die zusammen S tiberdecken. Der 
Durchschnitt B= A. A®* ist ein aus Strecken der Lange 1/n zusammengesetzter 
Streckenkomplex, dessen Eckpunkte offensichtlich lediglich die Ordnungen 2 und 4° 
aufweisen. Ferner entspricht sich B selbst antipodisch, so daB also B = B* gilt. Mit 
einigen Uberlegungen ergibt sich, da8 B einen einfach geschlossenen, sich selbst anti- 
podisch entsprechenden Streckenzug C enthiilt. 


In der Tat: Der beziiglich der zweidimensionalen Wiirfeloberflache offene Kern von A bzw. A* 
zerfallt in endlich viele offene Komponenten, wovon wenigstens eine — wir bezeichnen sie mit U 
bzw. U* — einfach zusammenhangend ist. Die beiden Randkontinua von U und U* sind einfach 
geschlossene Streckenziige V und V* im Komplex B, die sich antipodisch entsprechen. Fall a: Es 
sollen V und V* identisch sein. Mit C = V = V* ist die Behauptung bewiesen. Fall b: Sind V 
und V* nicht identisch, so kénnen sie keine Strecke gemeinsam haben. Werden jetzt die U und U* 
angehérenden Quadrate beziiglich ihrer Klassenzugehorigkeit zu den Mengen M und M* aus- 
getauscht, so wird eine neue Zerlegung der Wiirfeloberfliche 8 in die Quadratmengen A; und A4 
gleicher Art wie die urspriingliche erzeugt, wobei der Randstreckenkomplex B in B als Teil ent- 
halten ist und genauer aus 6 durch Tilgung der beiden Streckenziige V und V* hervorgeht. Die 
nimliche Betrachtung kann wiederholt werden, und da sich nach endlich vielen Schritten einmal 
Fall a einstellen muB, schlieBt sich der Beweis. 


Das C entsprechende Kreisbogenpolygon C auf S habe die Lange 2. Es gibt zwei 
Punkte a,b eC, fiir die f auf C die absoluten Extrema realisiert, so daB fiir alle auf C 
liegenden Punkte p die Beziechungen 


(3) [(@)=f(p), f(b) Sf(p) [peC] 


gelten. Man kann der einfach geschlossenen Kurve C einen positiven Umlaufssinn 
erteilen, einen Nullpunkt z¢ OC wahlen und einem beliebigen Punkt pe CO als Ko- 
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| ordinate die Lange t cane die man im positiven Umlaufssinn von z bis p auf C 
miBt. SinngemaB schreiben wir 


(4) p=plt]) [(0St S20; p[0] = p[2o] =z]. 

Umlaufssinn und Ursprung kénnen so gewahlt werden, daB die Sachlage 
(5) a= ple), b= pis} [(0SeS 85 a] 
besteht. l 


Nun konstruieren wir zwei im Quadrat 0 < é, 7 Sw einer Hilfsebene definierte 
stetige Funktionen: Hs sei einerseits 


(6) | p(n) = o(plsl, peewee [Cse¢=a]; 
_ wobei o die im Satz genannte spharische Distanz bedeutet. Andererseits sei 
(7) y(S.n) = f(plél) — fle + 7m) - 

Hierbei machen wir die Feststellungen 

(8) g(6,0) = —c <0; vl(é0) =x—-c=0, 

(9) p(a,n) = f(a)—f(p) 29; p(6,n) =f(6) —f(p) SO, 


die wir im Rechteck « < & < 6, 0 Sy S a interpretieren: Die beiden stetigen Funk- 

-tionen haben je auf zwei Gegenseiten des Rechtecks gegengleiches Vorzeichen, so daB 
diese nach dem Nullstellensatz von Bolzano fiir zwei Funktionen zweier Verander- 
licher im Rechteck eine gemeinsame Nullstelle aufweisen miissen. Fiir ein passendes 
Wertepaar £0, 70 gilt demnach 


(10) p(éo,yo) = 9; (Eon) = 9. 
Wenn p[&o] = po und p[éo + xo] = qo gesetzt wird, ergibt sich einerseits mit (6) 


(11) (Po, Yo) = 9 
und andererseits mit (7) 
(12) f(po) = f (qo) - 


Nun gehen wir weiter von der Bemerkung aus, daB wegen po € C auch po eU AV 
gilt, wo U und V zwei Quadrate der Menge N bezeichnen, wobei U ¢ M und Vc M* 
sein soll. Nach (2) gibt es zwei Punkte p; und pp derart, daB die Beziehungen 


(13) g (1) = 9(0") [p.eU]; 9(p2) S9(pz) [p2 € V) 


bestehen. Mit Varpondune von (1), wobei zu beachten ist, daB sowohl yo und 9; als 
auch po und peg sowie die antipodischen Bildpaare gleichen Quadraten angehoren, folgt 


mit (13) leicht ‘ 
(14) |9(p0) — 9(Po)| <e- 
Eine analoge Betrachtung ist auch fiir go méglich, wobei 
(15) |9(qo) — 9(95)| <e 
gefolgert werden kann. 
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Die mit (11), (12), (14) und (15) ausgedriickten Tatbestande lassen sich fiir jedes’ 
e > Orealisieren. Mit Riicksicht auf Stetigkeit der Funktionen und Kompaktheit der 
Kugelflache ergibt sich die Existenz eines Punktepaares p,q € S, fiir das die in der 
Behauptung des Satzes aufgefiihrten vier Bedingungen erfiillt sind. Damit ist der 
Beweis beendet. 


Literaturverzeichnis — 


[1] P. ALexanprorrF und H. Hopr, Topologie I. J. Springer, Berlin 1935. 

[2] A. W. Tuckrr, Some topological properties of disk and sphere. Proc. of the first Canadian | 
Math. Congr. Montreal 1945, 285—309, The Univ. of Toronto Press, Toronto 1946. 

[3] H. Horr, Eine Verallgemeinerung bekannter Abbildungs- und Uberdeckungssatze. Portugaliae — 
Math. 4, 129—139 (1944). . 

[4] H. HapwicEer, Elementare Begriindung ausgewahlter stetigkeitsgeometrischer Satze fiir 
Kreis und Kugelflache. Elemente Math. 14, 49—60 (1959). : 

[5] F. J. Dyson, Continuous functions defined on spheres. Ann. of Math., II. Ser. 54, 534—536 
(1951). 

[6] G. R. Livesay, On a theorem of F. J. Dyson. Ann. of Math., IT. Ser. 59, 227 —229 (1954). 


Eingegangen am 3. 10. 1959 


Vol. XI, 1960 69 


Lésung einer elementargeometrischen Frage von FEJES TOTH 


Von GUNTER SPERLING in Frankfurt am Main 


te 


_ Auf einer Kugel mit dem Radius 1 seien n Punkte gegeben. Jeder Punkt wird mit 
jedem anderen durch einen kiirzesten GroBkreisbogen verbunden. Fiir welche Punkt- 


verteilung ist die Gesamtsumme aller (3) spharischen Entfernungen am gré8ten und 


welchen Wert hat dieses Maximum ? Diese Frage wurde von FrsEs Toru aufgeworfen 
und fir n < 6 beantwortet!). In der vorliegenden Note wird diese Aufgabe fir alle 
_ geraden Zahlen n gelést. Wie Frses ToTH vermutete, lautet das Ergebnis: 


: 2k a : 
Die Summe aller 9 gegensertigen sphirischen Entfernungen von 2k Punkten auf der 
Einheitskugel ist héchstens gleich k? 2. 


Man kann zunachst leicht einsehen, daB diese obere Schranke tatsachlich erreicht 
wird, und zwar dann, wenn die 2k Punkte paarweise gegentiberliegen. Wenn man 
namlich ein Paar gegeniiberliegender Punkte (Pm, P,,) derart verschiebt, da diese 
Punkte gegentiberliegend bleiben, dann andert sich die Summe der gegenseitigen Ent- 
fernungen nicht, denn fiir jeden Punkt P, gilt Pepe = PrP, =a, unabhangig 
von der Lage von (Pm, P,,). Also kénnen wir alle Punktepaare nacheinander so ver- 
schieben, da8B schlieBlich & Punkte im Nordpol und & Punkte im Siidpol liegen. Dann 
sieht man aber sofort, daB die Summe der Entfernungen gleich k?z ist. 

Um nun auch zu beweisen, dai die Schranke k?z niemals tiberschritten wird, 

nehmen wir eine beliebige Verteilung M von 2k Punkten auf der Kugel an. Die 
Summe ihrer gegenseitigen (spharischen) Entfernungen sei H. Dann ordnen wir jedem 
Punkt P», von VM einen Antipodenpunkt P,,, zu. Wir haben also 4k Punkte, die aber 
nicht alle verschieden zu sein brauchen. Die Summe der Entfernungen aller dieser 
4k Punkte ist 4422, wie wir oben gesehen haben. Andererseits werden wir im folgen- 
den zeigen kénnen, daB diese Summe = 4# ist. Daraus wird sich dann sofort die 
Behauptung ergeben. 

Jeden Punkt P,» reprasentieren wir durch seinen Ortsvektor t,. Die Menge der 
Antipodenpunkte zu den Punkten von M bezeichnen wir mit M’. Diese Punkte haben 
natiirlich untereinander ebenfalls die Zahl # als Summe aller Entfernungen. Die 
Summe der Entfernungen von allen 44 Punkten betragt also 2H + R, wobei Ff die 
Summe aller Entfernungen je zweier Punkte ist, von denen einer aus M und der 


1) L. Feses Toru, Uber eine Punktverteilung auf der Kugel. Acta Mathematica Academiae 
Scientiarum Hungaricae, Bd. X, S. 13—19 (1959). Die Kenntnis des Problems verdanke ich Herrn 


Prof. Dr. H. R1ncsEt, Bonn. 


_ andere aus M’ stammt. Wir betrachten zunichst nur denjenigen ‘Antell Rak von R, der 
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vom Punkt P, herrithrt : 


ok ery 2k 
Rm = > (Pa Pm) = >, UPn Pm) + 2aresin tm tn]. - 
n=1 =1 
Ce ist das skalare Produkt der beiden Vektoren tm und tn. Dann ist 
2k 2k 2k 2k 
te Spee >} (Pm Pn) + OF ) 2aresin tm tn. 
m=1 »# m=1 n=1 


Die erste Doppelsumme ist 2H, weil jeder 
Bogen zweimal erscheint; die zweite Dop- 
pelsumme — wir bezeichnen ihren Wert. 
mit 2,8 — wird sich sogleich als nicht ne-— 
gativ herausstellen. : 

Die Entwicklung des aresin nach seinem | 


Argument hat die Form ; 
(1) Salemi cae, 2 £8 + cg &5 + re 
at any: c, E2i-1 
t=1 


wobei alle c; > 0 aiid: Diese Reihe ist — 
konvergent fiir |&| < 1. In unserem Falle — : 
ist diese Bedingung erfiillt, da : 


[tmtn| S|tm| [ta] = 1 


ist, und wir Popnch q 


E = tmtn = Lm%n + YmYn + 2m2n 


setzen, wobei Xm, Ym, 2m die Komponenten von rm und ay, Yn, Zn die Komponen- | 
ten von rt, sind. — 


Ks ist ‘ : 
E21 = (&man + YmYn + 2m2n)*t- = : 
Sa 21—1] meearonte 
r (Xm Xn)” (Ym Yn)® (2m Zn)? = 
r+s+t=2i-1 \ 
r,8,t= . 
ae 21—1 siete a ; 
nile r lt }ee (mn Yn 2) (Yon) 
r,8,t 20 
Dann ist 


1i=1 a) Dieu 
r,8,t=0 


pated 


r t 
: MCA CAICA LAY 


Die Reihe (1) ist absolut konvergent. Wenn wir endlich viele solcher Reihen addieren, 
erhalten wir natiirlich wieder eine absolut konvergente Reihe, d. h. wir diirfen in der 


SPRAIN SES elds hme GLIA ita ede PI I yea Ae seen al tins Vera Nad ee 
z , i 
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Reihe fiir S beliebig umordnen: 


S = die >: cy ate a tt ahaha an = 


4=1 r+s+t=2i-1 n=1 
1; 8) 0) 


i) . . ; 2k 2 
te Say ea le cae DD 2 Yu) =0. 
t=1r+s+t=2i-1 m=1 

7,8,t 20 
Die Summe der Entfernungen aller 4k Punkte ist also 
4h°@n =2H+R=4H+S 2484. 
- Daraus ergibt sich die Behauptung 
Es<knx 


Wir bemerken noch, daB sich der obige Beweis auch auf 2k Punkte auf der 
n-dimensionalen Einheitskugel (n = 2, 3, ...) miihelos iibertragen laBt. 
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Sur les suites de Laplace et sur les congruences W 


Par Lucien GopgEavx a Liege 


Dans cette note, nous considérons une forme de la condition pour qu’un réseau soit — 
conjugué & une congruence donnée dans un espace projectif quelconque. Nous démon- 
trons ensuite qu’une congruence W dont (x) est une surface focale, étant donnée, il” 
existe une infinité de congruences W ayant également (x) comme surface focale et — 
dont les complexes linéaires osculateurs sont en involution avec celui de la congruence 
donnée !), 

1. On considére, dans un espace projectif S, 4 7 dimensions, une suite de Laplace 
(L) RU seen) ee nV ec ake ee. Voie ae 


dont les points dépendent de deux paramétres u,v et ot. chaque point est le trans- 
formé du précédent dans le sens des w. On suppose ?) 


(1) U104+26V =0, V%2+42aU=0, 


a et b étant des fonctions de u,v dont aucune n’est identiquement nulle. 

Considérons un point J = AU — wV de la droite UV et cherchons dans quelles 
conditions ce point décrit un, réseau conjugué a la congruence (U V). Nous allons 
montrer que l’on peut disposer du facteur de proportionnalité de A, ~ pour avoir 


(2) 9+ 2b04=0, A+ 2anu=0. 
Ona 
J11 — J10 (log yw) — Jl (log A)1° + J{(log A)19 (log Bh) — 4ab] = 
a 


or A (log a)! + 2au (log ae | - ve (log w)1 + 262 (log =)? fig 


Pour notre objet, il faut que le second membre représente le point J, c’est-d-dire que 
Von ait 
(log ay +2 (SP)! — (log yt +2 (=A) 
ou encore 
(3) iS a =a (ee a aay 


A 0 
1) Nous supposons connu notre exposé sur «La Théorie des muriates et espace régley. Actuali- 
tés scient., No. 138, Paris, Hermann 1934. 
2) Pour une raison de simplicité typographique, nous écrivons g** au lieu de 
di+k w 
Out dvk * 
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_ Observons que si l’on remplace /, u par A, o 4, la relation (3) n’est pas modifiée. De 
la relation (3), on.déduit qu i existe une fonction p(u,v) telle que 


A914. 2a 


gol = ee sstbet sabe seb aale 


be 


: Posons alors 2 =e”. Ona 
(CF At + 2ae% nw =0, (7 w+ 2be?1 = 0. 
En posant 24; = eA, uw, = €? mw, nous aurons donc 
M119 + 204,;=0, A+ 2am1=0, 


c’est-a-dire, en changeant de notation, les relations (2). 
- Pour r = 3, ces relations avaient été obtenues par DEMOULIN. 


2. Le point J appartient & une suite de Laplace 
(J) ator SCC E Eee Rite ad ae eae Rei 


inscrite dans la suite L. Précisément, le point J, appartient A la droite Un_1 Uy, et le 
point J_», ala droite Vn—1 Vn. 

L’analogie des équations (1) et (2) permet l’interprétation géométrique suivante: 

_ Imaginons un espace projectif S;;1 47 ++ 1 dimensions contenant l’espace S;, et soit 
-Oun point de S;+1 n’appartenant pas a S;. 

Sur la droite OU, prenons un point U’ dont les r + 1 premieres coordonnées homo- 
genes sont celles de U et la (r + 2)-iéme, wu. De méme, sur la droite O V prenons un 
point V’ dont les premiéres coordonnées sont celles de V et la derniére A. En vertu des 
relations (1) et (2), les points U’, V’ sont transformés de Laplace lun de l’autre. Is 
appartiennent 4 une suite de Laplace 


(L’) 2 Sot Re ees Soca pita Roe alae eee 


dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des wu. 

La suite Z est la projection de la suite L’ 4 partir du point O sur S, et la suite J 
s’obtient en prenant les intersections des droites Uy 1~Un,U;_,U;, et des droites 
Vn1Vn,Vi,1V;,. Le point J est lintersection des droites UV et U'V’. 


3. Supposons 7 = 5 et que la suite L soit attachée 4 une surface (x) de l’espace 
ordinaire S3 rapportée a ses asymptotiques wu, v. 
Les coordonnées normales de W1LCzyYNSKI du point x de (x) satisfont au systemes 
d’équations aux dérivées partielles complétement intégrable 
229 + 2be791 + ¢c,7%=—0, 


x92 + Qaal9+ cox =0, 


_a,b, ¢1, Cz étant des fonctions de w, v. 
Sur l’hyperquadrique @ de Kien de Ss les points U,V représentent les tangentes 


au point x aux asymptotiques w,v de la surface (7). 


‘en un point P seconde image du complexe linéaire osculateur a la congruence (7) bt 


ae eat Arar aeNy bet chante! say See 


i 1 
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Le point J représente une droite j, tangente en x a la surface (2), engendrant une 
congruence W dont nos désignerons par («) la seconde surface focale. 
Soient U,V les points de Q qui représentent les tangentes aux asymptotiques « U,V 
au point x de la surface (x). Nous avons montré que les droites U O et V Vv se coupent 


long de la droite 73). La premiére image de ce complexe est I’ hyperplan J2J1 We Pars pS. 
Nous avons 
U, = Ul — U (log b)®, Vi = V0 — V (log a)!°, 
Us = U% — Uj (log bh1)™, V2 = V}°— Vi (log aky)?°, 


ou 


hy = — (logb)4'+4ab, ky = —(loga)4 + 4ab. 
Ensuite, nous avons 


Ji =e¢U,—mU, = Isr=Avi-AV, 
Jo = 1 Ug — 21, J2=/1,V2—12N1, 


(41 = 9 — pw (log 6), Ai = A109 — J (log a)1° , 
pe = pee = ft (log bh), he => aw ag Ai (log ak,)1°. ae 


Nous avons montré*) que le point P est donné par 


P = [we + par (log bh) + Bu] U — [ur — pe (log bhy)] U1 + wp U2 — 

— [Ag + Aj (log aky)!9 + aA] V + [Al — A (logak;)!9] Vi —AVe, 
ou ; 
a = 2 (log a)? + (log q) 10" + 4(691 + ¢), 
B = 2 (log b)®2 + (log 6)” +. 4 (a10 + ce). 


Le point P est par définition le péle de Vhyperplan J2J, J J_1J_2. 


4. Proposons-nous de rechercher s’il peut exister sur la droite U V un point I dé- 
crivant un réseau conjugué a la congruence (UV) et tel que le plan osculateur a la | 
surface (I) passe par P. 

Nous posons 

I=lU—mV 


et nous pouvons supposer 


’ 


(4) 1+ 2am=0, ml04 2b1=0. 


Nous désignerons par J), [2 les deux premiers transformés de Laplace de J dans le 
sens des v, par J_;, J» les transformés dans le sens des w. 


3) «Sulle congruenze W». Rendiconti di bade gauss e delle sue applicazioni, série V, vol. XV, 
1956. 


4) Sulle congruenze W», loc. cit. 
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En posant 
(5) 


my, = m°l — m (log 6)®!, 1, = 119 — I (log a), 
mz = my’ — m4 (log bhy), lz = 11° — |, (log aki), 
nous avons 

1h; =mU0,—mU, f54,.=1V,—h V; 


Ig =m Uz— m0, Ig = V2—[2Vi. 
Pour notre objet, ’hyperplan Iz J, I_ I_2 doit passer par le point P. 
Tout point de espace S5 peut étre représenté par 


n2U2+ 4101+ U0 +6V + 81V1+ &2V2 


et les 7, € sont les coordonnées locales de ce point. 
L’hyperplan I2 I; I1_; I_2 a pour équation locale 


me 72 + m1 + mo + 1Eop + &1 + lobo = 0. 
Pour quwil passe par le point P, on doit avoir 
me — m4[M1 — po (log bhy)®] + m[u2 + fy (log bhy)™ + Bu] — 
—IgA +h [Ai — A (log ak )?°] — [Ag + Ai (logaky)!9 + aA] = 0, 


équation symétrique en 1, met A, uw. 
En utilisant les relations (5), cette équation se raméne a 


(6) Apm® + Aym% + Aom+ Bol?0+ B,P°+ Bol=0.° 
5. En dérivant trois fois de suite par rapport a v l’équation (6) et en utilisant les 


relations (4), on obtient trois équations ot figurent /?9,/10,/. En éliminant ces quanti- 
tés entre ces équations et (6), on obtient une équation de la forme 


(7) Agm + Aim + Asm + Azm2 + Am + Aom=0. 


Soit 
41 (U,V), 42 (U,V), --., 15 (U,V) 


un systéme fondamental d’intégrales de l’équation (7), ot l’on suppose uw constant. 
L’intégrale générale de cette équation peut s’écrire 


m = yi (u) x1 (u,v) + p2(U) X2 (u,v) + °° + Ps (U) X5(u,%) » 


ou 71, G2, ---, Ps sont des fonctions arbitraires de w. 
De la seconde des relations (4), on tire 


2b1+ Dig’ y+ “ex = : 
La premiére des équations (4) donne ensuite 


> ¢' [y (log 6) — 4%] + Di pl4aby + 73° (log 6) — x4] = 0. 
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Nous pouvons choisir arbitrairement quatre des fonctions 91, yz, ..., ~5, la cin- 
quiéme étant déterminée par |’équation précédente. Chaque solution donnera un 
point J de la droite U V décrivant un réseau conjugué a la congruence (U V). 


6. Chacune des surfaces (J) trouvées représente une congruence W ayant (x) comme 
surface focale. Le complexe linéaire osculateur a cette congruence le long de la droite 
4 a pour premiere image l’hyperplan [2 J; J7_; I_2, qui passe par P. Sa seconde image, 
pole de cet hyperplan par rapport 4 @, appartient 4 la premiére image du complexe 
linéaire osculateur a la congruence (j). Les deux complexes linéaires sont done en 
involution. 

Etant donnée une congruence W dont (a) est une surface focale, il existe une infinité de 
congruences W ayant la méme surface focale et dont les complexes linéaires osculateurs 
sont en involution avec le complexe linéaire osculateur a la congruence donnée. 


EHingegangen am 9. 10. 1959 


Die Bewegungsgruppen der Kristallographie 
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naten — Translationsgruppen — Aequivalenzproblem der Kristallklassen — Geo- 
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arithmetische Kristallklassen — Aequivalenzproblem der Bewegungsgruppen — 
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Das Buch setzt sich zum Ziel, die Kristallklassen durch Higenschaften einer Sub- 
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-Klasseneinteilung benutzt wird. Dadurch gelingt auch die Beantwortung der Frage, 
welche Higenschaften der Klassen fiir das Auftreten der Bewegungsgruppen maB- 
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Bewegungsgruppen auf die geometrischen Kristallklassen ihre naturgemaBe Auf- 
klaérung. (Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 52, Heft 2.) 
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